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% Vorwort zur ersten Auflage. 

I 

J An vorziiglich en grôfîeren Werken iiber darstelleude 

Géométrie mit versoMedenen Zielen ist kein Mangel; da- 

gegen diirfte ein etwas kleineres Werk, welches zwei Bande 

der jjSaramlung Schubert" umfaBt, nicht unwillkommen sein. 

Ich bin daher der Aufforderung, ein solches Buch zu schreiben, 

gerne nachgekommen. Mein sehr gesobâtzter Kollege Professer 

Dr. E. Millier hat nâmlioh die an ihn ergangene Aufforderung 

auf mich iibertragen. weil er schon frûher eiuen Vertrag fiir 

sein groBeres Werk abgeschlossen batte. Als Grundlage be- 

niitzte ich die von mir seit dem, Jahre 1899 an der Technischen 

Hochschule in Wipn gehaltenen Vorlesungeu. Es ist daher 

selbstrerstàndlich [den Leitsàtzen der „Sammlung Schubert" 

entsprechend] auch den Anforderungen der technischen Kreise 

Rechnung getragen worden, indem an den geeigneten Stellen 

auf die Abbildung technischer Korper eingegangen wurde. 

Manches andere von dem InhaJte des Bûches ist wieder mehr 

'fur die Léser der mathematischen Kreise bestimmt. Derl.Band 

beschrânktsich einerseits auf dieOrthogonalprojektion(Grund; 

rifî, AufriB, KreuzriB und orthogonale Axonomeferie) und ander- 

seits auf die elementaren Elâchen (Ebene, Kugel, Zylinder, 

Kegel) mit ihren Schnittlinien und Beleuchtungsverhàltnissen. 

Nur die „abwickelbaTen Elâchen (Torsen)" wurden noch ein- 

hezogen-, weil siesich an den Abwicklungsvorgang fiirZyliuder 

und Kegel gut anschlieBen lassen und weil sie mit den Raum- 

kurTen, welche als Schnittlinien zweier Elàchen im allgemeinen 

auftreten, stets in Verhindung stehen. Einer Begriindung be- 

darf yielleicht, daB^ die Antipolaritàt in bezug auf ein e Ellipse 

- aufgBDommen wurde. Es gescbah dies, weil dièse Verw/indt- 

sohait in der graphischen Statik ron Wiohtigkeit ist und weil 

sie sich an der betreffenden Stelle so bequera einfugen lieB. 



|--.'' 4 VorworÉ. 

j; Bei der Behandluug des Stoffes wurde vou der Reinheit 

;."' der Méthode abgesehen; die rerschiedenen Zweige der Geo- 

-;;'; metrie wurden nacli Bedarf herangezogen. Die Hauptsache 

i-.-_ bildet die konstruktive Durchfûhrung der vorkommenden Aiif- 

h gabeii. Es wurde daher aucli die grôBte Sorgfalt auf die Her- 

p=i stellung der Figuren verwendet. Eine gute Figur soll das, was 

Ç^ sie klarzumachen bat, moglichst deutlicb zeigen; es miissen 

Kji: i deshalb Zufâlligkeitea ferngehalteu werden und das Wesent- 

^ licbe mufi gegeniiber deiiiMinderwichtigen hervorgeboben sein, 

pi Auf Einfachbeit und G-enauigkeit der Konstruktioneu wurde 

^ gelegeutlicb bingewiesen, ohne dafî auf geometrographiscbe 

^ Zâhlweisen naber eingegangen worden wàre. fiinsiohtlicb der 

1^ Bezeichnung babe icb micb seit 25 Jahren an den in deutscben 

^ Scbriften geometriscben Inbaltes meistverbreiteten Gebraucb 

m gebalten. Ùbungsaufgaben sind in groBer Zabi eingefiigt*), 

^^1 Ein Anbang zum IL Bande wird Andeutungen iiber die 

^ Losung von scbwierigeren der vorkommenden Aufgaben ent- 

balten. Ein weiterer Anbang wird Bémerkungen liber Ge- 
schicbte und Literatur bringen — erst am Scblusse, weil "fiir 
solcbe nur Interesse vorhanden ist, wenn der Léser mit dem 
Gègenstande bereits vertraut ist wie Herr Loria in seinem 
Bûche zutreffend sagt. 

Es obliegt mir nocb, meinen getreuen ïïelfern zu danken, 
nâmlichdenflerrenDr.A.Lackner,Pr.K.Mayer, B.Menzl 
und K. Nemetz. Sie besorgten die Ùbertragung der JFiguren 
auf Karton und die Bebandlung mit Tusche stets genau nacb 
meinen Angaben; iiberdies waren sie beim Lesen derKorrek- 
turen behilflich. Aber auch der Verlagsfirma muB ich bestens 
danken, da6 sie allen meinen Wiinschen bezîiglich der Aus- 
atattung des Bûches nachgekommen ist. 






Wien, im Mai 1912. 

Th. Schmid. 



*) AuBerdem sei alsîUbungstoff empfohlen: 

„Maschinenbatiliche Beispiele fiir Konstruktionsiibungen zur dar- 
stellenden G-eometrie", herausgegèben von Th. Se]imid. G. J, Q-oscheu 
Leipzig 1911. ., ' ' 

„Technisclie Ubungsaufgaben fiir darstellende Géométrie", heraus- 
gegeben von Dr.E.Mîiller. 5Hefte. JT.Deutioke, Leipzig undWienl910. 



Vorwort zur dritten Auflage. 

Fur dièse clritte Auflage des I. Bandes wurdeii auBer zahl- 
reichen kleinen Anderungen noch Ergânzungen bei § 20,3, 
§ 21,1, § 24,1, § 28,3, § 35,1 vorgenommen. Aucli einige 
Aufgaben wurden eingeschaltet. Die bei der zweiten Auflage 
eingefligten „geschiclitlichen und literarischeu Bemerkungen"' 
wurden um 7 vermehrt; hervorzuheben wâren etwa die Be- 
raerkungen 2, 5, 12, 15, 23, 26, 31, 33. 

Das Ausziehen der zwei neueu Figuren besorgte wieder 
Herr Ing. F. Kopatschek. Beim Lesen der Korrekturen 
wirkte mein Assistent Herr W. Domaschko mit. Beiden 
danke ich hiermit bestens, 

Wien,™ Mai 1922. 

Th. Schmid. 
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Einleitung. 

1. Die erste Hauptaufgabe der darstellenden 
Géométrie ist die zeichnerische Wiedergabe — Ab- 
bi]d.ung — der Eaumgebilde auf einer Bbeue*). 

Eis kann sich daum die Abbildung vorhandener Korper 
auf Grund einer messeuden Aufnahme oder um die Abbildung 
bloB gedachter Xôrper auf Grund einer geistigen Ùberleguug 
handeln. Das hergestellte Bild soll anschaulioh sein, d. b. 
man soll das Raumgebilde durch bloBes Anschauen der 
Zeicbnung erkennen konnen. Um dièse Forderuug zu er- 
fiillen, muB die Abbildung wenigstens in gewissem Sinne dem 
SehTorgange entsprechen. Die Verbindungsgerade eines 
Punktes P mit dem Sebpunkte (Auge) D heiBt Seh- 
strabl; Der Scbnittpunkt Pc des Sehstrables mit der Bild- 
ebene (Projektionsebeue) ^ heifit Bild oder Projektion 
des Punktes**). Die Sehstrablen, welohe durcb die Punkte 
einer Geraden g gehen, bilden ein Strablbiischel auf derVer- 
bindungsebene des Sehpunktes mit der Geraden. Die Scbnitt- 
gerade gc dieser projizierendeu Ebene mit der Bildebone 
I heiBt Bild oder Projektion der Geraden. 8ie enthâlt die 

y, Projektion eines jeden Punktes der Geraden, Die Sobnitt- 

;| gerade e einer Ebene e mit der Bildebene ^ heiBt die Spur 

I der Ebene. Der Scbnittpunkt G einer Geraden^ mit der 

I Bildebene /3 heiBt die Spur der Geraden. Die Projektion 

I eines Sehstrahlcs ist eine unbestimmte.Gerade durch die 

I Spur des Selistrahles. Aile Punkte des Sehstrables mit Aus- 

nahme von D selbst haben aber ibre Projektion in der Spur 
des Sehstrables. Je nachdem man einen eigentlichen oder 
uneigentlichen (unendlich fernen) Punkt als Sebpunkt 

V . . *) Zuruckfiiàrung der dreidimensionalen Gebilde auf die zwei- 

|: diniensionale Ebene,. 

I **) -Die Projektion 'des Sehpunktes aelbst ist unbestimmt. 
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Eialeitung-. 



Yoraussetzt. unterscheidet man Zentralprojektiou*) iind 
Parallelprojektion. Sind die Sehstrahlen iusbesondere 
zur Bildebene uorraal, so heiBt die Abbildung eiue Ortbo- 
gonalprojektion oder ein NormalriB, 

Zur Erhohung der Anschaulichkeit wird bei der Abbildung 
von Korpern auch auf die"Wiedergabe der Beleuchtungs- 
verhâltnisse iind der Farbenwirkung Bedacht ge- 
nomnien. Die Herstellung von Bildern mit einem bohen 
Grade von Anschaulichkeit ist eine Kunst — die Malerei 
und die darstellende Géométrie kann als ihre geometrische 
Grundlage aufgefafit werden. 

Die Abbildung soll ferner eindeutig sein, d. h. man soll 
das Eaumgebilde nach derZeichnung auffinden, auf b au en 
konnen. JEine einzige Projektion ist zu diesem Zwecke nicht 
ausreichend. Durch die Projektion Pc ist ja die Lage des 
Punktes P auf dem Sehstrahle nooh nicht bestimmt. Es wird 
zumeist noch eine zweite Projektion (Hilfsprojektiou) be- 
nûtzt, wodurch dauu das Raumgebilde eindeutig bestimmt ist. 
In dieser Hinsîcht wird die darstellende Géométrie zum 
unentbehrlichen Verstândigungsmittel der T e c h n 1 k , nm 
bestehende oder neu erdachte Korperformen (Gebaude, 
Màschinen) zur allgemeinen Kenntnis zu bringeu/ 

3. Die zweite Hauptaufgabe der darstellenden 
Géométrie ist die Untersuchung der gegenseitigen 
Beziehungen der Raumgebilde in der Zeichnung. 

Da man nâmlich im Raume nicht konstruieren kann, das 
Zeichnen auf die Ebene bes'chrânkt ist, so ist die darstellende 
Géométrie eine Théorie der geometrischen Konstruk- 
tionen fiir râumliche Gebilde, also ein wesentlicher 
Bestandteil der Baumgeometrie. Dièse Konstruktionen 
werden um so einfacher, je einfacher der Zusammenhang 
zwischen Raumgebilde und Zeichnung ist. Die Forderung 
nach Einfachheit der Konstruktionen steht aber mit jener 
nach Anschaulichkeit im Widerspruche. Das einfachste Pro- 
jektionsverfahren liefert am wenigsten anschauliche Bilder. 
Die Projektionsart ist also dem jeweihgen Zwecke ent- 
sprechend zu wahlen (Monge^). 

*) Die einfache Lochkammer ist ein optisches Instrument, 
welches unmittelbar eine solehe Abbildung liefert. 



L Absclinitt. 

Raumelemente, ebene Figuren und eckîge 

Korpcr. 

§ 1. Beziehimg- eines Kôrpers uuf ein rechtwinkliges 
Achsensystem. 

1. Ein Korper, welcher abgebildet werden soU, wird ge- 

wohnlich auf ein reohtwinkliges Achsensystem bezogen, 

so daB die Achsen x,y,z zu den Trr":r-'"ri--'hl-i:::v" — Breite, 

Lange, Hohe — des Kdrpers [■■■•.•■,•,.' I -i'-i. Der Schuitt- 

piinkt der drei Achsen heifit der Ursprung des Achsen- 

systems. Die acht Teile, in welche der Éaum durch die drei 

Achsenebeneu zerlegt wird, heiBen Oktanten. Fiir eine 

Person, welche auf der xy-Ehene steht und die ï/0-JEbene 

hinter sioh hat, sollen die positiven Strahlen dçr œ-, y-, 

^■-Achse beziehungsweise nach vorn, nach links, nach obeu 

gerichtet sein. Befiudet sich daun die Person in dem von 

den drei positiven Strahlen gebildeten Oktanten, so geht der 

positive Strahl der 9?-Achse durch eine positive Drehung 

(entgegengesetzt dem Bewegungsinne des TJhrzeigers) in den 

positiven Strahl der z/- Aohse, dieser durch eine gleiche Drehung 

in den positiven Strahl der ^-Achge und dieser in gleicher 

Weise wieder in den positiven Strahl der a-j-Aohse liber. 

Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Haud 

jener PersOn konnen in die Lage der positiven Strahlen der 

X-, y-, ^-'Aclise gebracht werden. Dièses Achsensystem, vï^elohes 

in derFolge gewohnlich vorausgesetzt werden soll, heiiit daher 

das positive oder rechtshândige Achsensystem, Geht 

der positive Strahl der ^/-Achse nach der entgegengesetzten 

Seite', so gehen die positiven Strahlen der Achsen durch 

négative Drehung in bezug auf die Pérson, welche sich im 

Oktanten der drei positiven Richtungen befindet, ineinander 

ilber und konnen durch'die Mnger der linken Hand jener 

Person gezeigt werden. Dièses négative oder IjnkshancUge 
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T. RaumeleEiente, ebene Figuren uiid eckige Korper. 



A chsensj'stem*) kaim mit dem vorigen niclit zur Deckung 
gebracht werden. 

Sucht man die Ortliogoualprojektionen des Korpers 
auf den drei Ebenen des Achsensystemes, so erhâlt man auf 
der xy-Eheue durch Sehstrahlen Ton der Richtung der 
g'-Achse den GrrundriJ3, auf der yz-Ehene durch Seh- 
strahlen von der Richtung der «-Achse den AufriB und 
auf der ^x- Ebene durch Sehstrahlen von der Eichtung der 
y-Achse den KreuzriB des Korpers. 



i : 



£ ergibt 
durch den Schnitt mit den 
Ebenen a, /?, y des Achsen- 
systems drei S p u r e n gj , e„, e^. 
Die drei Strecken OX, OY, 
OZ, welche durch die Schnitt- 
punkte der Ebene mit den 
Achsen begrenzt werden, 
konnen auch zur Angabe 
der Ebene beniitzt werden.^ 



2. Punkt und Ebene. 

■ Jeder Punkt P kaim als Jede Ebene 

Bckpunkt eines rechtwink- 
ligen Parallélépipèdes be- 
trachtet werden , welohes 
den Ursprung des Ach- 
sensystemes als gegeniiber- 
liegenden Eckpunkt besitzt. 
Die drei Kanten OX, OY, 
OZ des Parallélépipèdes 
oder ihre MaBzahlen x, y, z 
heiBen die Koordinaten 
des Punktes P; sie konnen 
zur Angabe des Punktes P- 
dienen. Die drei anderen Eck- 
punkte des Parallélépipèdes 
sind dieProjektionen 
(Risse) P', P", F" des 
Punktes P (Lacroix-^). 

Der Abstand eines Punktes von der Grund.- 
ebene ist dem Abstande seines Aufrisses von der 
2/-Acbse, dem Abstande seines Kreuziisses Ton der 
iC-Achse, sowie der Koordinate z gleich. 

Ein Punkt, welcher auf der Grundebene liegt, 

ist zugleich sein GrundriB; sein AufriB liegt auf 

der 2/-Achse; sein KreuzriB liegt auf der ic-Achse. 

Zur tJbang: Es ist das Entsprechende fiir die AufriB- und 
Xreuzrifiebene anzugeben. 



*) Statt „rechtshândiges und linkshandiges Achsensystem" ist auch 
„englisches und franzosisches Achsensystem" gebrâuchlich. 



§ 1. Beziehung eines Xorpers auf ein reektwinkl. Achseusystem. 13 

3. Man denkt sich nun die Grundebene um die y-Achse 
und die KreuzriBebene um die ^-Achse so lange gedreht, bis 
sie mit der AufriBebene ziisammenfallen. Man nennt daher 
die Achsen y und Bildachsen. Durcli dièse Umlegung 
der Grundebene und .der KreuzriBebene auf die 
AufriBebene wird die Ûbertragung auf eine einzige 
Ebene erreicht. Statt der Umlegung der Grundebene kann 
auch eine Projektion des Grundrisses auf die AufriBebene 




Fig. 1, 




beniitzt werdeu, bei welcher die Sehstuahlen d unter tt/^ nach 
abwârts geueigt sind (und analog fli,r den KreuzriB). Die 
Figuren 1 und 2 zeigen die Abbildung 



eines Punktes P 



x= 1 r X— 1 

y = 1,2 und einer Ebene e \ y =1,5 . 



2'==1,5 



^=1,8 



Zur Ùbung: 1. Es sind Punkte mit gegebenen Jioordinatea 
as, y, z abzubilden, wobei die Zahlen auch negativ gewahlt werdea 
môgen. 

2. Es sind Pankte abzubilden, welohe die Abstande a, h, c von 
den Achsen œ, y, z haben, z. B. a=3, 6 = 2,7, e = 2,Q. 

3. Es sind Ebenen abzubilden, welche zu einér der drei Bbenen 
des Achsensystemes normal, bzw. parallel sind, 

4. Die Seiten a, b, c des Spurendreieckes XTZ einer Ebene 
sind gegeben; man soll daraus die Lage der Ebene finden. 



14 I- liaumelemente, ebene JPigureu und eckige Korper. 

§ 2. Punkt und Gerade im Zweibildersysteme; 
ihre Inzidenz. 

1. Zwei von deu drei erwâhnteu Abbilduugen siud zur 
vollstândigen Bestimmuiig des Raumelementes notwendig nnd 
hinreicheud; die dritte Abbildung kann danngefunden werdeo. 
Es ist daher zumeist nur ein Zweibilder System im Ge- 
brauche, nâmlich ,,Grund- und AufriB" oder „Aufri6 
und Kreuzrifî". In der Folge soll also gewôhnlich ein 
solches Zweibildersvstem beniitzt werden. Dabei ist noch 



Âufriji und 
jtosit. Grundrip. 




AufriB und 

negrat. Grundrip, 




Fig. 3. 



Fig. 4. 



ein Umstand beaolitenswert. Bei der Herstellung des Grand- 
rissesjkann man sich nâmlich das Auge in der positiven 
Itichtung der ^-Achse denken, so dafi die Sehstrahlen 
von oben naoh abwarts gehen. ,,Man erhalt dann einen 
positiven GrundriB oder eine Ûbersioht. Fiir dieseu 
Eall wird der vordere Teil der Grundebeue nach- 
abwarts umgelegt. Denkt man sich dagegen das Auge 
in der negativen Eichtung der ^-Achse, so daJB die Seh- 
strahlen von unten nach aufwàrts gehen (was fiir die 
Abbildung von Korpern, welche man gewôhnlich von unteh 
sieht, passendist), so erhalt man einen negativen Grund- 
rifi oder eine Uhtersicht. In diesem Falle ist, der jetzigen 
Lage des Auges entsprechend, der voidere Teil der Grund- 



§ 2. Punkt und Gerade im Zweibildersysteme ; ihre Inzidenz. 15 

ebene uach aiifwarts umzulegeii *). Die Figuren 3, 4 zeigeu 
die Sehstrahlen v und o, bzw. u. 

Ebenso kann man sicb das Auge bei Herstellung des 
Kreuzrisses in der positiven RichtuDg der ?/-Acbse'denken, 
so daB die Sehstrahlen von rechts nach links gehen. Man 
èrhâlt dadurch einen positiven Kreuzrifî oder eine An- 
sicht von rechts. Der vordere Teil der KreuzriBebene ist 
da nach links umzulegen. Im andern JFalle erhâlt man einen 
negativeu Kreuzril oder eine Ansicht von links und 
der vordere Teil der KreuzriBebene ist nun nach rechts 
umzulegen. 

j303it. KreiL-x-rifi und Aufrifi. nccfat. Kreuxrifi. 
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Pig. 6. 



Die Figuren 5, 6 zeigen die Sehstrahlen v und r, bzw. l. 
Fiir die erwâhnten Zweibildersysteme gilt nun : 
1. Jeder PunktP des Raumes ist durch ein Punkte- 
paar (P', P" oder P", P'") abgebildet, welohes auf einer zur 
Bildachse {y oder z) norraalen Geraden liegt. Dièse (senk- 
reohte oder wagrechte) Gerade heiBt Ordner**); die beideu 
Bilder nenntmau zugeordnete Normalrisse (E. Millier"). 
Der zur s'-Achse parallèle Ordner bedeutet zugleich den 
AufriB o" des von oben kommendep Sehstrahles (oder den 

*) Es soU, nâmlicli die Gruudebeae aach. nach der tJmlegung jeae 
Seite dem in der positiven Eichtung der œ-Achsé befindlichen Auge 
zukehren, welche sie im Eaume dem in der positiven oder negativen 
Bichtung der £f-Aohse gedachten Ange z.uwendet. 

**) Dabei ist za bêaohten, dafi der Punkt Q, fiir v?elchen ^' = p// 
und Q," == P' ist, vom Punkte P verschieden igt. 
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AufriB u," des von unten kommenden Sehstrahles) und den 
GnindriB v' des von vorn kommenden Sehstrahles. 

2. JedeG-erade^ desHaumes ist durch ein Geraden- 
paar (g', g" odeT g", g'") abgebildet, welches an keine Be- 
dingiing gekniipft ist*). 

3. Inzidenz vonPunktundGerade; diePunktreihe. 
a) Zieht man irgendeinen Ordner (Pig. 7 und 8), so sind 

seine Sclinittpunkte mit g' und g" die Projektioneh P' undP" 
eines Punktes P, welcher auf der Geraden g liegt; denu „bei 
Inzidenz von Punkt und Gerade miisseu die gleichartigen 
Projektionen inzident sein". 



[p^ 


g/' 


F"//' 




L°f/rA 




aY-T \ 


^^ 




A i .,j^^Ql y 


f 


'K' 

Ubersieht 




Fiff. 7. 



Pig. 8. 



Die Ordner bilden. ein Parallelstrablbiisohel. Daraus folgt: 
„Gruud- und AufriB einer Punktreihe sind perspektiv âbn- 
liche Punktreiben." 

p) Die Projektionen des uneigentliohen Punktes U 
der Geraden^r sind die uneigentliohen Punkte 77' und JJ" der 
Projektionen p' und ^" derGeraden; dabei ist der Ordner die 
uneigentliche Gerade der Zeiohenebene. 

y) Der Schnittpunkt von g" mit y ist der AufriB (?i" der 
Grundspur G-^ und der Schnittpunkt von p' mit y ist der 

*) In der Zeichenebene gibt es co» Panktepaare, welche auf je 
emem Ordner liegen nnd cxj* Geradenpaare, welche keiner Bedingung 
za gentigen haben (nâmlich zu jeder Greraden kann man die oo^ Ge- 
raden der Ebene hinznnelimen , und weil die erste Q-erade selbst 
co^Lagen annehmen kann, gibt es oo* Paare). Es entspricht das dem 
Umstande, daB der ilaum oo^ Punkte und oo* Geraden enthâlt. 
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Grundrifî Oî der AufriBspur (^^ der Geraden (§ 1,2). Im 
Zweispiirensysteme wird die Gerade durch die beiden 
Spuren G^, 0^ (oder G^, G^) angegeben, also durch ein 
Punktepaar, weJohes keineBedingung zu erfiillen hat Durch 
die Punkte G^ uod G^ wird die Gerade in drei Teile zerlegt, 
die in drei Ton den vier Quadranten liegen, welche durch die 
beiden Projektionsebenen gebildet werden.. In der Zeichnung 
wird jener Teil von g", der die Projektion des sichtbaren,, 
also vor der AufriBebene liegenden Teiles von g bildet, 
voll ausgezogen, die Projektion des unsichtbaren Teiles 
nur gestrichelt ausgezogen. Liegt der sichtbare Teil 
nicht ganz iiber der Grundebene (Fig. 7), so mag der untere 
Teil feiner ausgezogen sein. Im Grundrisse^' wird ebeu- 
falls der sichtbare Teil der Geradon g vom unsichtbaren unter- 
schieden. Dabei ist aber zu beachten, ob Ubersicht (.Fig. 7) 
vorausgesetzt.. ist, wo der iiber der Grundebene liegende 
Teil sichtbar ist, oder ITntersicht (Fig. 8), wo der unter 
der Grundebene liegende Teil sichtbar ist. 

ô) Im Schnittpunkte von g' und g" sind Grund- und Aui:- 
rifi eines Punktes K der Geraden g vereinigt. Aile Punkte, 
flir welche sich Grund- und AufriB decken, liegen auf einer 
Ebene, welche durch die Bildachse y geht und bei Ûbersich 
unter sr/^ nach riickwarts (bei Untersicht uaoh vorne) ansteigt. 
Sie heiBfc Koinzidenzebene. Der Punkt K ist also der 
Schnittpuukt der Geraden g mit der Koinzideuzebene. 

e) Verbindet man in der Zeichnung die Punkte G^ und G^, 
so*schneidet dièse Verbindungsgerade die Bildachse y in 
einem Punkte, durch welchen ein Ordner geht, auf dem die 
Projektionen L' und L" eines Punktes L symmetrisoh zur 
Bildachse liegen (Fig. 7 und .8). Aile Punkte, fur welche 
Grund- und AufriB synimetrisch zur Bildachse y liegon, be- 
finden sich auf einer JBbene, welche durch die Bildachse 
geht und bei Ubersicht unter tt/^ nach vorne (bei Untersicht 
nach riickwarts) ansteigt. Sie ' heiBt Symmetrieebene. 
Der Punkt L ist der Schnittpunkt der Geraden g mit der 
Symmetrieebene. 

Ans der Figur 7 oder 8 ist unmittelbar folgende Beziehung 
zu erseheh: 

GrK'_ G^K" __G,Gi! G,7 _ G,L' _ Gi'L" 
GiK' ■ G,K" GL G, ~ 'WT ^ 'MW — KîJ~ ' 

s oh mi d, Dàrstellende G-eometrie I. . g 
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Die Punkte K\ L' {X'\ L") teilen die Strecke GtOi{G'^ai) 
auBeu und innen im gleichenVerhâltnisse; die beiden Punkte- 
paare liegen harmonisch. Es ist danri auoh das Teilverhâltais 






G,L 



QoK. 



Q^L 



Die Spuren (9^, 0^ einer Geraden g und die Schnitt- 
piinkte X, L mit der Koiiizidenz- und Symmetrieebene liegen 
harmonisch. 

3. Sind die Spureu G^, G^ einer Geraden^ gefunden oder 
von vornherein gegeben, so kann man sofort „durch die 
Gerade^ eine Ebene e legeu". Wenn eine Gerade g auf einer 
Ebene e liegen soll, so miissen uâmlich die Spuren G^, G^ 
der Geraden auf den gleïchartigen Spuren e^, e.^ der Ebene 
liegen. Man hat also die Spuren der Ebene so zu wâhlen, ' 
daB einerseits e^^ durch 6^^, e^ durch G^ gebt und anderseits 
so, daB e^, e^ sich in einem Punkte Y der Bildachse y 
schneiden. 

Sind zwei Ebene n durch ihre Spuren gegebeu, so erhâlt 
man als Spuren ihrer Schnittgeradeu die Schuittpunkte 
der gleichartigen Spuren der Ebenen. 

Zur Ubung': Es sind Geraden abzubilden (et-wa durch. die Spuren 
(?i und (x2 anzunehmen), welcke je einen andern der vier Quadranten 
nicht duxehsetzen, und es ist die Lage eines Punktes zu verfolgen, 
welcher eine solche Gerade durchlâuft. 



§ 3. Verschietoen und Weglassen der Bildachse. * 

1. Ein Punkt P und eine Gerade g seien im Grund-, 
Auf- und Kreuzrisse' gegeben (Eig. 9). Denkt man sich nun 
die Bildachse 2/ um eine Strecke a nach aufwârts in 
die Lage yoTerschoben, so entspricht dem ein Hében 
der Grundebene um die Strecke a und bei tjbersicht 
ein Verschieben der AufriBebene nach riickwârts um 
dieselbe Strecke a (bei Untersicht nach vorne). Die 
Koinzidenzebene andert dabei ihre Lage nicht. Im Kreuz- 
risse von rechts hat die Koinzidenzebene y. eine Spur Jc^, 
welche durch den ITrsprung unter tt/^ nach rechts aufwârts 
geht (bei negativem Kreuzrisse nach links aufwârts). Jeder 
Punkt K der Koinzidenzebene hat seinen KreuzriB auf dieser 
Spur. Der Schnittpunkt der Horizontalen durch P' und der 



§ 3. Verschieben und Weglassen der Bildachse. 
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Vertikalen durch F" liegt (wie ans der Fig. 9 zu ersehen ist) 
auch immer auf \. Die Punkte F', P'\ F" bildeii also 
immer.drei Eokpunkte eines Eeohteokes, dessen vierter Eck- 
punkt auf \ liegt. Im umgelegten Kreuzrisse gehen die" x- 
und ^-Aclise in die Lagen Xa und Za ûber. In der Zeichnung 
kommt also der Punkt in die Lage Oa- Die KreuzriB- 
ebené rlickt um dieselbe Strecke a naoh rechts weiter (bei 
negativem Kreuzrisse nach links), wâhrend die Koinzidenz- 
ebeue fiir Aufrifi und KreuzriB wieder ungeàndert bleibt. 




If 


97 






T'J 


^'^§'" / 


/ t\/^' 


/T 





Fig. u. 



Fig. 10. 



Der Ilrsprung des Achsensystemes riickt im Baume auf 
der Diagonalen m des Wiirfels mit der Kante a weiter, fiir 
welcbe m' = m" = m"'- ist. 

Zur tjbung: Es ist ein Rechteck mit einer vertikalen Seite 
P' JE"' und einer horizontalen Seite I"'F"' gegeben. Wo kann der 
Urspruug im Raume, bzw. in der Abbildang liegen, Je nachdem 
GrundriB und KreuzriJi positiv oder negativ vorausgesetzt werden? 

2. Handelt es sich zunâohst blofî darum, auf die Ge- 
rade g{g'^ g") einen Punkt T(T", T") zu legén, so ist dièse 
Aufgabe yon der Versohiebung der Bildachse y goxiz un- 
abhàngig und kann auch ausgefûhrt werden, wenn gar keine 
Bildachse angenommen ist. Man bat eben nur (Fig. 10) 
einen Ordner parallel zu P' P" zu ziehen und èrhâlt die Prb- 
jektionen T, T" eines Punktes T, der auf g liegt^ in den 
Schnittpunkten des Ordners mit g' und g". 

LaBtmau dieBildachsej/des Zweibîlctersy s ternes 
ganz weg, so ist keine bestimmte horizontale Bbeue 
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aïs Grundebene und keine bestimmte frontale Ebene 
als AufriBebene Torausgesetzt*). Die Koinzidenz- 
ebene y. bat aber schon eine bestimmte Lage- gegen das 
.Raumgebilde [P^]. Sie trif£t(Fig. 9) denvou oben kommenden 
'Sehstralii dos Punktes P in einem Puukte Q, welcber um 
PF" tiefer liegt aïs P. und den von Yorne kommenden Seb- 
strahl des Punktes P in eiuem Punkte i2, der bei Ûbersicht 
um PT" weiter riickwârts (bei Untersicbt weiter vorne) liegt 
aïs P. Sie trifft die Gerade g im Punkte Z", fiir welcben 
K' = K" ist. Man kann iibrigens auch die beiden Bilder in 
der Richtung der Ordner auseinanderriicken, obne den Zu- 
sammenhang zu stôren. 

Es wird sich zeigen, daB eine ganze Reibe von Aufgaben 
obne Bildacbse ausgefiibrt werden kann, wâhrend andere Auf- 
gaben ohne Bildacbse nicbt losbar sind, wobl aber bei ge- 
eigneter Wabl der Bildacbse eine vereinfacbte Losuug zu- 
lasseû. Tatsâchlicb findet man in tecbnischen Zeicb!- 
nungen zumeist keine Bildacbse. • 

§ 4. Zwei Pnnkte, ihreVerbindungsgerade und die Strecké. 

l.'Zwei Punkte P, Q seien durcb ibre Projektionen P',P^' 
und Q'. Q" gegeben. 

jjZvvei Punkte bestimmen eine Verbindungsgerad e.'' 
..Die Projektionen der Verbinduugsgeraden zweiei Punkte 
sind die Verbinduugsgeraden der gleicbartigen Projektionen 
der Punkte." 

EsistaisoP'g'-^' derGrundriB undP"Q" = ^" der 
AufriB def Veibindungsgeraden PQ^=g. Die Pro- 
jektionen der Yerbiudungsgeraden g zweier Puukte P, Q und 
der von diesen Punkten begreuzten Strecke s konnen also 
ohne Bildacbse gefunden werden, 

Besondere Fâlle: "Wenn der AufriB P" Q" der Ver- 
binduugsgeraden eine horizontale Gerade h" ist, so ist die 
Verbindungsgerade h selbst zur Grundebene parallel — 
horizontal; wenn der GrundriB P' Q' der Verbîndungs- 
geraden eine horizontale Gerade /' ist, so ist die Ver- 
bindungsgerade f selbst zur AufriBebene parallel — 
frontal (Fig. 11). 

*) Das râumlîché Achsensystein ist nur bis auf gewisse Parallêl- 
verschiebangen bestimmt. 
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Wenn die Pankte 'P' und Q' zusammenfallen, also der*^ 
GrundriB der Verbindungsgeraden unbestimmt ist*), dann 
ist die Gerade zur Grun deb en e normal. Bei Vereinigung 
Ton P" und Q" ïst die Verbindungsgerade zur AufriBe'bene 
normal. 

2. JFiir Strecken, welche auf derselbeu Geraden 
liegen, kônnen die einfachen Operationen (addieren, 
vervielfachen, teilen nach einem gegebenen Verhâltnisse).un- 
mittelbar imGrund- undAufrisse ausgefiihït werden, 
u-iidzwar ebenfalls ohne Bildacbse. 




Pig. 11. 



Fjg. la 



Betracbtet man die-Strecke PQ als Vektor (Abbild einor 
Kraft), welcber den Anfangspunkt (Àngriffspunkt) P und die 
Richtung von P nach Q hat, so kann fiirVektoren, welcbe auf 
derselben Geraden liegen. das Zusamniensetzen und Zerlegen 
im Grund- und Aufrisso vorgenomraen werden. 

3. Die OrthogonaJprojeknion einer Strecke, welche zur 
Projektionsebeue paraJJel ist, ist eine gl e i oh e Strecke. Fiir 
eine horizontale Gerade h ist der GrundriB s' einer 
Strecke, fur eine frontale Gerade /"ist der AufriB s" einer 
Strecke der wahren GrôBe s dieser Strecke gleich. 
Insbesondere erscheinen die Strecken, welche zur aJ-Achse 

*) Wâhlt man eine . beliebige Gerade dnrch P' als GrundriB, so 
wird die Zuordnung- der beiden Punktrejhen eine ausffeartefce, weii 
allen Pnnkten von n" der Punkt P' entsprieht und nur dem uneigent- 
iJclien Punkte von n" aile Punkte von n' entspreohen. 
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■f^-Achse) parallel sind, îm Grundrisse (Aufrisse) in wahrer 
GroBe. In diesen besonderen JPallen ist die wahre Grôfîe 
derStreckePQunmittelbarauch ohne Bildachsebekannt. 
Bei allgemeiner Annahme (Fig. 12)'kann die wahre 
,Gro6e der Strecke PQ = s durch Zuriickfiihrung auf die 
vorerwahnten besonderen Fâlle gefunden werden. Die Zurûck- 
flibruugistaber obne Bildachse nicbt ausfiihrbar. "Wir wâhlen 
also eine Bildacbse y etwa durch P", so daB die Grund- 
ebene durch den PunktPgeht. DerSehstrahl des Puuktes Q 
schneidet dièse Grundebene in einem Bunkte B. Die Strecke 
FQ ist dann die Hypoténuse des recbtwinkligen Dvèiecks FQJR, 

wobei die Kathete FF eine 
horizontale Strecke und die 
Kathete QF zur ^r-Achse 
parallel ist. Es ist also 

FF = s' 
und QF=Q"F"^z.. 

Trâgt man nun s' von F" 
aus auf der Geraden i/ bis F^ 
auf, so ist die Hvpotenuse 
Q"px^s'' der wahfen GrdBe 
der Strecke s gleich. Man 
kann dies auch so auffassen, 
daB das Dreieck FQF um die 
Seite QF so lange gedreht 
wird, bis es zur AufriBebene paraUel wird^ Es ergibt sich 
dabei auch die wahre GroBe des Einfallswinkels e^^ der 
Geraden g gegen die Grundebene. Es ist 

s = y s'^-\-e^ und s' = s-sinej. ' 

Die Lângenverzerrung fiir aile Strecken der Geraden g 

im GrundriB ist also / 

Jl = — = sin £, . 
s ^ 

In gleicher Weise kann man die Bildachse durch P' lege-n, so 
daB die AufriBebene durch P.geht. Dabei erhâlt man 

s = ys"2 + a?^ und s"^s-'sine2, 

Der NormalriB einer Strecke ist eine gleiche oder 
kleinere Strecke oder Null, je nachdem.die Strecke 




Fig. 13. 
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im flaume zur Projektionsebene parallel, geneigt 
oder normal ist 

Ganz analog ist die Ausfiîhrung, wenn AufriB und KreuzriB 
gegeben ist (Mg. 13). 

Umkeiirungsaufgaben: 1. Es ist auf einer Geradea g von 
einem Punkte P aus eine Strecke s aufzutragen. Man legt zuerst 
auf die Gerade einen zweiten Punkt Q, sucht die wahre GroBe P^Q" 
der Strecke PC, trâgt von P^ aus die gegebene Strecke bis Sj oder Sjj 
(zwei Lôsungen) auf und zieht durch. dièse Punkte Horizontalen, welche g" 
im Aufrisse der moglichen Endpunkte schneiden. 

2. Die wahre GroBe und der Aufrifî einer Strecke P§, ferner der 
GrundriBP' des einen Endpunktes der Strecke sind gegeben (2 Lôsungen). 

3. Es ist durch einen Punkt Q eiue.Gerade g zu legen, welche ge- 
gebene Einfallswinkel s, und s^ hat (4 Lôsungen), 

4. Es soll noch der besondere Fall betrachtet werdoo, daB 
die Projektionen P', P" und Q', Q" der beideu Punkte auf 
deraselben Ordnerliegen. 
Auf diesem Ordner liège n 
daun die beiden Projek- 
tionen d' und d" der Ver- 
bindungsgeraden. Die Ver- 
bindungsgerade d liegt auf 
einer dôppelt projizie- 
renden (zur Grund- und 
AufriBebene normalen, zur 
KreuzriBebene parallelen) 
Ebene. Da die beiden 
projizierenden Ebenen zu- 
sammenfallen. so ist Mer 
die Gerade d durch ihre 
Projektionen d' und d" 
aliein nioht bestimmt. Bei.Angabe der Punkte P, Q ist aber 
die Gerade bestimmt*). 

Wird die Punktreihe d im Sinne von P naoh Q durchlaufen, 
so wird der GrundriB d' im Sinne vou P' nach Q' und der Auf- 
rifi d" im Sinne von P" nach Q" durchlaufen. Dièse beiden 
Reihen d\ d" sind auf dçrselben Geradea vereinigt, und zwar 
'gleichlaufend (Fig. 14) oder ungleichlaufend (Eig. 15). 

*) Die Projektionen t7', TJ" des uneigentlichen Punktes TJ von d 
sind im uneigentlichen Punkte der Ordner vereinigt. Man kann diesen 
Punkt das Zenith der Zeichenebene nénnen. Durch .bloBe Angabe, 
daB TJ' und TJ" ins Zenith der Zèichenebene fallen, ist dann ebeofalls 
der uneigentliche Punkt TJ nicht bestimmt. 
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Fig. Wb. 
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Es so]l Quu eiii KreuzriB von redits hergestellt werden, so claB 
die ,?-Achse diirch deii Punkt F gelit, wobei F'" mit F" zu- 
sanimenfâllt. Der Puukt Q liegt im ersten JPalle bai Ubersicht 
(Fig. 14a) um die Strecke F'Q' weiter riickwârts [bei Unter- 
siclïtfFig. Ub) weiter rorne]; es ist also die Strecke s'=F'Q' 
auf deni horizontalen Ordiier des Punktes Q" nacli rechts 
[links] aufzutragen. Im zweiteu Falle ist es umgekehrt. Die 
Gerade F"'Q."' ist der KreuzriB d'". Damit hat man die wahre 
GrôBe der Strecke FQ = F"'Q"'unà den Einfallswinkel e^ der 
Geradeu cl gegen die Grundebene gefunden. Es ist 

Eiir e^^rr/^ sind die Eeibeu 
kann man auch zum Aufrisse 
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also ist s,^-, j 



nachdera s'^s' 
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d' und d" kongruent. Nun 
F" eines Punktes F der 
Geraden d den Grund- 
riB F' finden, indem man 
F" F'" = F' F' macbt. 
(Durch den Ordner allein 
ist es hier nicht môglich.) 
Nicht bloB fiir C7,.sondern 
auch fiir den Schnittpunkt 
K der Geraden d mit der 
Koinzidenzebene x sind 
Grund- und AufriB ver- 
einigt Uni den Punkt X 
zu konstruieren. suchen 
wir dié KreuzriB spur h^ 
der Koinzidenzebene. Da 
die angenommene ^-Achse 



Fig. 15 b. 

durch F geht, hat jeder Punkt der 0-Achse seinen GruudriB 
in P'; daher fàllt der TJrsprung auch mit F' zusammen. 
Die KreuzriBspur \ geht durch un ter. n/^ nach riickwârts 
ansteigend bei Ubersicht, dagegen nach vorne ansteigend bei 
Untersicht, Aus dem Schnittpunkte K'" von d"' mit 7^3 erhâlt 
man durch einen horizontalen Ordner den Punkt jS^'^^X".*)- 
Denkt man sich die Gerade d als undurchsichtige Stange und 
beachtet man dieEiohtungeu derSehstrahlen o,u,v, so ergibtsich: 

*) Isfc £^ = 7i/i und sind die Reihen d', d" gleichlaufend, so fallt 
K'=K" mit U'=U" zusammen; sind aber die Eeihen ungleich- 
laufend, so liegen aile Paare P', P" symmetriscL zu K' = K". 
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' "Wena die Panktreihen cV, 
d" gleichlaufend vereinigt 
sind, so ist die Gerade d bei 
tjbersicb.t nach riickwârts 
[bei Untersicht naoh vorne] 
ansteigend. Sie verlàuft im 
Nebenwinkel der einfallen- 
den Sehstrahlen ; dahër ist im 
Grrund- undAufrisse die- 
selbe Seite der Geradea 
sichtbar. 



Wenn die Punktreihen d'^ 
d" ungleichlauf end ver- 
einigt, sind, so ist die Gerade d 
bei Ûbersioht nacb vorne 
[bei Untersicht nach riick- 
wârts] ansteigend. Sie ver- 
làuft im Winkel der ein- 
fallenden Sehstrahlen ; daher 
sind im Grund- und Auf- 
risseverschiedeneSeiten 
der Geraden sichtbar. 



5. Ist die Gerade^ nurançiahernd zur KreuzriBr 
ebene parallel, insbesondere g" beinahe parallel zu 
(Fig. 15 c), so wird die Aufsuchung des Aùf- 
risses B" ans dem Grundrisse B' nngenau, weil 
g" vom Ordner des Punktes B' unter einem sehr 
spitzen Winkel geschnitteu wird. Cm B" genauer 
zu finden, kaun mau den Umstand beniitzen; dafî 
P" Q" durch B" im selben Yerhâltnisse geteilt 
wird, wie P' Q' durch i2'. Zieht man daher durch 
P"und Q" Horizontale und tragt man von P" ans 
die StreckeP'jR' etwa dreimal auf, ferner von Q" 
aus die Strecke Q' B' ebensooft in entgegen- 
gesetzter Riohtung, so schneide't die Verbindungs- 
gerade der erhaltenen Endpunkte P^, Q^ die Ge- 




Fig. 15 0. 



rade g" im verlangten Punkte B' 
fiir die Gerade d anweuden. 



Der Yorgang lâBt sich auch 



§ 5. Zwei Gerade, welche durch einen Piinkt gehen. i, 
Abhildung und Umlegung der Ebene j Winkel und Ahstand. 

1. Zwei Gerade a, &, welche durch einen Punkt P gehen. 
seien durch ihre Projektionen gegeben, so daB der Schnitt- 
punktP' vona' und i' mit dem SclinitlpunkteP" von a" und&" 
auf einem Ordner liegt (Fig. 16). 

Die zwei Geraden, welche durch einen Punkt gehen, be- 
stimmen eine Verbindungsebene. Im Zweibildersysteme 
wird die Ebene gewohnlich in dieser Weise angegeben, 

Als besonderer Fall dieser Angabe ist jenerzu betrachten, 
in welchem a parallel zu &, also P ein uneigentlicher Punkt 
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ist. Es ist dann (§ 2,2,8) auch a' parallel zu b' und a" parallel 
2u b" (Fig. 17). 

Die gleichnamigen Projektionen paralleler Ge- 
raden sind parallel. 
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Fig. 17. 



2. Inzideiiz einer Qer,aden oder einès Punktes 
mit der gegebenen Ebene. Soll eine Gerade g auf die ge- 
gebene Ebene gelegt werden, so kann man die eineProjektion 
z. B. g" beliebig wablen. Die Gerade g schneidet die Ge- 
raden a, b in den Punkten Q, B, deren Grnndrisse Q',R' sich 
durch je einen Ordner ans Q", R" ergeben. Die Verbindnngs- 
gerade Q' B' ist der GruudriB g' der Geraden g. Urn einen 
Punkt T auf die Ebeue zu legen, legt man znerst auf die Ebene 
eine Gerade g und dann auf dièse den Punkt T. 

Dieselbe Ebene wâre auch bestimmt gewesen durch die 
Annahme Ton P (P', P") und g {g', g") oder durch die An- 
nahme der drei Punkte P {F, F"), Q(Q', Q"), JR {B', B"). 

[aP&] = [Pp]'-=[PQP]. 

Eine besondere, Gerade der Ebene erhàlt man, wenn man 
den Koinzidenzpunkt A von a mit dem Koinzidenzpuukte B 
Yon b terbindet. Es ergibt sich da dieSchnittgerade Je der 
Ebene s mit der Koinzideuzebene x. Fur dièse Gerade 
und fur jeden ihrer Punkte fàllt der GrundriB mit dem Auf- 
risse zusammen. Die Projektionen g' und g" einer jeden Ge- 
raden g der Ebene schneiden sich in einem Punkte 0'=Q-" 
der Geraden A;' = ^". 
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Nun kann auch leicht auf die Ebene eine Gerade c 
gelegt werden, welohe durch den Punkt P geht, ob- 
wobl das allgemeine Verfahren hier versagt. Man sucht den 
Schnittpunkt C" von c" mit Te" und verbindet diesen Punkt, 
der zugleich C ist, mit P'. 

Grund- und Aufrifî eines Strahlbiischels [Pe] sind per- 
spektive Strahlbûôchel P'undP", wobei die Koinzidenz- 
gerade Te' = 1^" die, Perspektiyachse ist*). Der Ordner des 
Punktes P ist eiu selbsteutsprechender Strahl als yereinigte 
Projektionen d'^ d" der Geraden d des Biischels, welche 
zur KreuzriBebene parallel ist. , 

Zur Ubùng: 1. Es ist das Strahlenpaar des Biischels P zu suchen, 
■welches im Grund- und Aufrisse unter einem Eechtwinkel oder unter 
einem anderen gegebenen Winkel (etwa tt/j) erscheint. 

2. Es ist eine zur XreuzriJÎ ebene parallèle Gerade d durch zwei 
Punkte^ {Q', Q") und B {B', B") gegeben. Man soll zum Aufrisse T" 
eines Punktes T dieser Geraden den GrundriB T' fiaden, ferner den 
Schnittpunkt K der Geraden mit der Koinzidenzebene (§ 4, i) durch 
Annahme eines Punktes 8, der nieht auf d liegt, als Scheitel eines 
Strahlbiischels der Verbindungsebene Sd. Dabei kann S auch ein un- , 
eigentlicher Pi^nkt sein. 

3. Projektion und wahre GroBe eines Winkels. 
Auf der Ebene e. = [al] gibt es je ein Parallelstrahlbusohel 
von Horizontalen h und Front.alôn f. Eiir eine Horizon- 
tale h ist der AufriB h" und fiir eine Frontale /ist der Grund- 
riB f horizontal anzunehmen, woraus dann h' oder /" ge- 
funden werden kann. 

TJm die wahre Grofîe des Winkels al zu finden, dreht 
man die Ebene s uni die Horizontale h so lange, bis sie selbst 
horizontal ist (Eig. 18), oder man dreht die Ebene e um die 
Frontale f bo lange, bis sie selbst frontal ist (Pig. 19). Diesen 
Vorgang nennt man die Umlegung der Ebene e. 

Durch den Punkt P geht eine Gerade m, welohe zu allen 
Horizontalen (also auch zur Grundspur ej senkrecht ist. Sie 
wird Fallinie oder Spurnormaie genanut. Ihr Pufipunkt 
auf h sei M. Die in M zu h errichtete Normalebene ist zur 
Grundebene normal und enthâlt sowohl wals auch' den Grund- 
riB m'. Aile Geraden dieser Normalebene (auch m') sind zu h 
senkrecht und haben m' als GrundriB. Daraus folgt: 

*) Uber einige einfache Begriffe aus der „projektiven Géométrie" 
kann z. B. nachgesehen werden bai „Bogor. Gcomotrie der Lage, 
Sammlung Schubert VII" oder K. Doehlemann, Projeklive Georaotric, 
Sammlung Gôschen (4. Aufl., 1918). 
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Der GrundriB jeder Geraden, welclie zu einer 
Horizoutalen /i normal ist(wenn auch windschief),ist 
zu h' normal; der AufriB jeder Geraden, welche zu 
einer Prontalen /"normal ist (wenn auch windsckief), 
ist zu f" normal. 

Der Abstand PM des Punktes P von der Geraden h ist 
die Hypoténuse eines rechtwinkligen Dreieckes, welches 
F' M' als eine Kathete und den Hohenunterschied s der 
Punkte P und M als zweite Kathete besitzfc. Es kann im 
Grundrisse oder im Aufrisse konstruiert werden und euthâlt 
den Neigungswinkel e^ der Ebene gegen .die Grund- 
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Fig. 19. 



ebene. Die Um.legung m'^ der Spurnormalen fâllt mit 
dem Grun drisse w' zusammen. Trâgtmannun den gefundenen 
Abstand Pif von M' aus auf, so erhâlt man die Umlegung 
P'^ des Punktes P. 

Die Geraden. a, b schneiden die -Horizontale h in den 
Punkten A, B. Dièse bleiben bei der Umlegung der Ebene 
ungeândert. Yerbindet man daherP^mit A' undP', so erhalt 
man die Umlegungen à^, h^ der Geraden a, h, womit die 
wahre Grôfie des Winkels ad gefunden ist. 

Umkehrung: Auftragen eines Winkels bc. 

Es sind nun die folgenden Beziehungen leicht einzuseheri: 

a) DieProjektion eines gestreckt en Winkels ist wieder 

ein gestreckter Winkel ; die Projektionen zweier Nebenwinkel 

sind wieder Nebenwinkel. Wenn daher die Projektion eines 
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Winkels ein grôBerer, gleicher oder kleinerer Winkel ist, 
so ist die Projektion des Nebe^winkels ein kleinerer, bezw. 
gleicher oder groBerer Winkel. 

/5) Der GruudriB (AufriB) ein es Rechtwinkels ist nur 
dann einRecbtwinkel, wenn ein Schenkel horizontal (frontal)ist. 

y) Wenn A und B auf verschiedenen Seiten von M liegen 
(Kg. 18), so ist der NormalriB des Winkels P des Dreieckes 
AFB stets grôBer als der Winkel selbstl 

ô) Wenn B und C auf derselben Seite Ton M liegen, so 
ist der GrundriB des Winkels P des Dreieckes BFC ein 
groBerer, gleicber oder kleinerer Winkel, je naohdem der 
Umkreis des Dreieckes B'P'^C den Punkt P' einschlieBt, 
enthâlt oder ausschlieBt. 

DieUmlegung einer Ebene z. B. um eine frontale Grerade f 
kann dadurch etwas vereinfacht werden, daB man den 
GrundriB /"'durch den AufriB B" legt (Fig. 19), also eine 
Grundebe.ne wahlt, welche durch Pgeht. Ist nun K' = K" 
der Schnittpunkt von /' und f", so ist die Strecke 

Ein Kreis, welcher JI' als Mittelpunkt und K' P' als B-adius 
hat, schueidet daher die Spurnormale m" = m^ in der Um- 
legung P^ des Punktes P*) 

Beim Winkel ist auch die A u s f iih r u n g d er p er a ti o n e n 
(z. B. Tcilcn) ohne Bildachse nicht moglich. 

Zur Ùbung-r 1. Es ist eine Horizontalebene um eine Gerade h 
so lange zu drehen, bis die X'rojektion cinos "Winkels ^ Piî derselben, 
fur welchcn A und B auf derselben Seite, von M liegen, 

«) eine bestimmte GrôBe hat, ^) so groB wie der Winkel selbst 
ist, y) ein Extrem wird. 

2. Ebenso, bis die Projektion eincs Spitzwinkels APB , fiir welchen 
AnadB auf verschiedenen SeiLen voujf liegen, ein Kechtwinkel wird. 

3. Es ist eine Ebene und auf ihr ein Punkt gegeben. Dieser 
Pankt soll der Scheitel eines Winkels von rr/g sein, dessen Projektion 
ebenfalls jr/g sein soll. 

4. Bs^smd die Halbierungsgeraden eines Winkels und seines Neben- 
winkels zu konstruieren. 

5. Es ist ein gegebener Winkel in eine Anzahl gleicher Telle zu 
teileu. . ' 



*),Bei diesem Vorgange ist nur zweimal „Binsetzen\der Zirkel- 
spitze"- und jjZeichnen eines E^reises" notwendig, wâhrend der friihere 
Vorgang séohsrnal „Einsetzen" und „Zeichnen zweier Eteise" erfordert. 
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4. Abstand eines Punktes vou einer Geraden oder 
Abstaud zweier Parallelen. 

Ein Punkt P{F',P") und eioe Gerade g(g',g") seien ge- 
geben*); maa soll von P die Normale nauf die Gerade g 
fâllen und ihren Fufîpunkt N sowie den Abstand FN des 
Punktes Pvon der Geraden^ finden. Zu diesem Zwecke kann 
man die Yerbindungsebene [Fg] um die durch F gebeude 
Horizontale h umlegen (Pig. 20). Dabei bleibt der Punkt F' 
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Fig. 21. 



und aucb der Punkt Q' von ,^' ungeàndert Sucbt man nun 
die Umlegung B^ des Punktes F von g, dessen Projektionen 
auf dem Ordner des Punktes F liegen, so ist Q' B^ die Um- 
legung g^ der Geraden g. Jetzt kann die Normale n^ von F' 
zu ^^gofallt werden, womit die Umlegung IP^ des PuBpunktes 
und die wahre GroBe F'N^ des Abstandes PiVgefunden ist. 
Durch cinc vSpurnormale ergibt sich N', durch einen Ordner 
erhalt man N", endlich durch Vorbinden die Projektionen n' 
und %" der Norraalen 71. ' / 

Wenn- es sich hauptsâchlich um die Projektionen der 
Normalen n handelt, ist folgender Yorgang einfacher, bei 
welchem der allgemeine Fall auf den besonderen Pall der 
Spurnormalen zuriickgefiihrt wird (§ 5, 3). Man legt auf der 
Yerbindungsebene [Fg] durch den Punkt F die Horizontale h 
und die Frontale f ÇËig. 21). Dièse schneiden' die Gerade g 
in den Punkten QuriàB. Piir das DreieckPQP denktman 



*) Insbesondere iarm, die Gerade sein: z oder a^ f oder h. 
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sich nun die Hôhen. Fiir die Hohe m von Q auf /"kann m" 
senkrecht zu f" gezogen .werden. JPiir die Hohe l von B auf h 
kann V senkrectit zu h' unmittelbar gezeichnet werden; durch 
deuFuBpunkti eriiâltman den AufriB l". DerSchnittpunktif 
von V und m" ist der AufriB des Bohenschnittpunktes J/des 
Dreieckes PQB. Die Gerade P"H" muB daher der AufriB n"^ 
der Normalen n von F auf g sein. Nun kann aus N" auch N' 
und n' gefunden werden. Trâgt man vora Ordner desPunktes 
iV aus die Strecke F"N'' auf /' bis P^ auf, so ist F^'N' die 
wahre GroBe des Abstandes FJSf. 

Ist derAbstand zweier Parallelen zu suchen, so kann 
auf der einen von ihuen derPunktPbeliebig gewâblt werden, 
womit die Aufgabe auf die vorige zuriickgefiihrt ist. 

§ 6. Drei Punkte, ihreTerbindungselbene und das Dreieck. 
Ebene J^'igur. 

a)yerwandtschaft zwischen Grund- und AufriB einer 
ebenen Pigur. 

1. Drei Punkte P,Q,P bestimmen eine Verbindungs- 
ebene und ein Dreieck. Bei der Annahme der drei Punkte 
in der Abbildung miissen die Projektionen eines jedep Punktes 
auf einem Ordner gewâblt werden. Dann schneiden siob aber 
die Projektionen einer jeden der drei Verbindungsgeradon 
in einem Punkte einer Geraden Je' Je", welcbe die Abbildung 
der Schnittgeraden Je der Ebene mit der Koinzidenzebene ist 
(Pig. 22). Es ist daher aus der râumlicben Beziehung der 
planimetriscbe Satz gôzeigt: „Sind die Verbindungsgeradon 
der entspreohenden Punkte zweier Dreiecke parallel, so 
liegen die' Schnittpunkte der entspreohenden Seiten auf einer 
Geraden." 

Piir aile Punkte F und Geraden g der Verbindungs- 
ebene e gilt nun in der Abbildung: 

1. Entsprechende Punkte F', F" liegen auf parallelen Ge- 
raden, nâmlich auf Ordnern. 

2. Entsprechende Gerade g', g" schneiden sich in Punkten 
einer Geraden, nâmlich der Koinzidenzgeraden Jc'Jc"j 

3. Bei Inzidenz von P' und g' sind auch F" und g" 
inzident. 

Durch dièse Eigenschaften ist eine Verwandts-chaft ge- 
kennzeichnet, welche perspekt.ive Affin'itât heiBt. 
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Grund- und AiifriB einer ebenen Figur (einés 
Feldes) sind perspektiy affin mit den Ordnern als 
Âffinitâtstrahlen uiid mit der Koinzidenzgeraden Tc'lc" 
als Âfflnitâtsachse (Brasseur^). 

Il) jedem Ordner ist der GrrundriB d' und der AufriJ3 d" 
einer zur Kreuzrifîebene parallelen Geraden d vereinigt, 
Eiickt dieGerade d' = d" ms Unendliche, so folgt, daJB in der 
uneigentlichen Geraden der Zeichenebene Grund- und AufriB 
der uneigentlichen Geraden der Ebene a vereinigt sind. 

2. Fiir aile Pnnktepaare der Verwandtscliaft ist 

P"D" Q" E" P"lc" 

-TT=:r7-^T-= ^, -r,. =— =irT-T- = (3 ein konstantes Verbâltnis, 
F D Q. E F h 

Dièse Zabi ô heiBt die Charakteristik der perspektiven 

Affinitât. s 

Die Dreiecke A" F" F" und A' F' F' baben gleiche Basis 

A" F" = A' F'. Ihre Flàchen verbalten sich daher s'6 

A"F"F" 
wie die Hoben F" le" und F' Te'. Es ist also •. , ^, ^/ = à. 

^, . , F" F" G " . ,A."Q"Q" .^ij^ 
Eibenso ist , -— = <) und — tttvTtT = <^- Wenn man 
H Jx (x A (c^ (x 

das 1. und 2. Vorderglied addiert, dann das 3, Vorderglied 

subtrahiert und fiir die Hinterglieder dasselbe maoht, so erhâlt^ 

man wieder ein gleicbes Verbâltnis : es' ist also 

F"Q"B" ' 

F'Q'B' 
Da sicb jede ebene Figur aus Dreiecken zusammensetzen lâBt, 
so ist allgemein f" 

T 

Das Verbâltnis der Elâchen des Aufrisses und 
Grundrisses einer ebenen Figur f ist der Oharak- 
teristik der perspektiven Affinitât gleich. 

3. Im Zweibildersysteme sind nun zwei flaupt- 
stpllungen der Ebene zu unterscbeiden: 

Wenn P' und P"auf der- Wenn F' und F" auf 

selben Seite der Affinitâts- verschiedeneu Seiten . der 
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achse le' Te" liegen (Pig. 22 a), 
so findet das fiir aile Paare 
entsprecbender Punkte statt 
-und die Cbarakteristik à ist 
positiv. 



Affinitâtsacbse h' h" liegeu 
(Fig. 22b), so findet das. fiir 
aile Paare entsprecbender 
Punkte. statt und die Cba- 
rakteristik à ist negatir. ,' 
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Auf allen Ordnern sind 
die Punktreihen dJ und à" 
gleichlaufend, also (§4,4) 
aile Geraden à der Ebene laei 
Ubersicht nach rlick-wârts 
(bel Untersicht nach vorne) 
aasteigend, Dabei zeigen 
die Strahlbiischel P" und P' " 
sowie dieDreieckeP"Q"i2" 

und F'Q'B,' gleichen 
Dur.olilaufuugsinn, 



Auf allen Ordnern sind 
diePunktreihen à,' und à" un- 
gleichlaufend, also (§4,4) 
aile Greraden f? der Ebene 
bel Ubersicht nach vorne 
(bei Untersicht nach riick- 
wârts) ansteigend. Dabei 
zeigen die Strahlbiischel P" 
und P' sowie die Dreieoke 
P"Q"B" undP'Q'B' ent- 
gegengesetzten Durch- 
lauf ungsin n. 
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Fig. 22 b. 

Wenn die Charakte- 
ristik einer Ebene negativ 
ist, ^so ist die Ebene 
bei tlbersiclit nach vorne 
(bei Untersicht nach 
ruckwarts)ansteîg'eEcl.Die 
Ebene verlâuft ira Winkel 
der einfallenden Seh- 
strahlen; daher sind im 
Grund- und Aufrisse ver- 
schiedene Seiten der Ebene 
sichtbar. 

Wenn die Ebene durch ihre Spuren gegeben ist 
(Pig. 23), so làBt der Durchlaufungsinn des Spurendreieokes 
XYZ die Stellung der Ebene erkennen. Es ist aber hier 

Solimid, Darstellende Géométrie 1. . a 



Wenn die Charakte- 
ristik eiuer Ebene positiy 
i^st, so ist, die Ebene bei 
Ubersicht nach riickwârts 
(bei Untersicht nach 
vorne) ansteigend. Die 
Ebene verlâuft im Weben- 
winkel der einfallenden 
Sehstrahlen; daher ist 
im Grund- und Aufrisse 
dieselbe Seite der Ebene 
sichtbar. 
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Dooh einfaoher, aus der Lage der Spuren einen SchluB zu 
ziehen. Betrachtet maii nâmlich den von Y nach aufwârts 
gehenden Teil der AufriBspur e^ und den nach vorne gehenden 
Teil derGrundspur e, . so ist dieCharakteristik <5 positiv, 
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Fig. 23 a. 



Fig. 231). 



wenn beide Strahlen nach rechts oder beide nach links ge- 
richtet sind, dagegen negativ, wenn sie nach verschiedenen 
Seiten gerichtet sind (bei Untersicht ist der nach riickwârts 
gehende Teil von e^ zu betrachteu). 

4. Fiir besondere Stellungen der Ebene ergeben 
sich auch besondere Verwandtschaften (Fig. 24): 
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Fig. 24. 
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a) und b) Wenn die Ebene fur die beiden Haupt- 
stelluDgBD zur Kreuzrifîebene normal ist, so wird h'Tc" 
horizontal, also die Affinitâtsachse zu den Affinitatstrahlen 
senkreclit. Grund- und AufriB der ebenen Pigur sind hier 
orthogonal perspektÏT affin. 



c) Wenn die Ebene zur 
Symmetrieebene normal 
ist, so schneidet sie die Koin- 
zidenzebene in einer Greraden 
le, welohe selbst zur Sym- 
metrieebene normal, also zur 
KreuzriBebeneparallelist. Es 
ist dann die Affinitâtsachse, 
zu den Affinitatstrahlen 
parallel, ^ = +1 vinàf' = f". 
Grund- und AufriB der .Figur 
einer Ebene, welche zur 
Symmetrieebene normal 
ist, sind âquivaJent per- 
spektiv affin. Die Spureil 
einer solchen Ebene schlieBen 
mit der Bildacbse gleiche 
Winkel ein. 

e) Weon die Bbenè zur 
Koinzidenzebeue parallel 
ist, so wird Wh" zur uneigent- 
lichen Geraden. i^Es kann 
dies' als Grenzfall Ton a) und 
c) augesehen werden.] Fiir 
jede Gerade der Ebene wird 
daher g" parallel zu g'\ die 
Figur f'^lf". Gruncl- und 
AufriB derEigur oiiior Ebene, 
welohe zur Koinzidenz- 
ebene parallel ist, sind 
kongruent und parallel 
Tersohoben. 

Fiir dié K o i n z i d e n z - 
e b e p e selbst sind Grund- 
und AufriB einer Eigur in 
Deokung. 



d) Wenn die Ebene zur 
Koinzidenzebeue normal 
ist, so schneidet sie die Sym- 
metrieebene in einer Geraden 
d, welche zur KreuzriJ3ebene 
parallel und gegen Grund- 
und Aufrifîebene unter nf^ 
geneigt ist, Eine solche Ge- 
rade ergibt ungleichlaufend 
kougruente Punktreihen. Es 
ist also' (5 = -l und f' = ~f". 
Grund- und AufriB der Figur 
einer Ebene, welche zur 
Koinzidenzebenenormal 
ist, sind schief sym- 
raetrisch. Die Spuren einer 
solchen Ebene fallen in die- 
selbe Gerade. 

f) "Wenn die Ebene zur 
Symmetrieebene parallel 
ist, s wird 5== — 1 und h' h" 
horizontal. [Es kann dies al's 
Grenzfall von b) und d) be- 
trachtet werden.] Die Figur 

Grund- und Aufrifi der 
Eigur einer Ebene, Welohe 
zur " Symmetrieebene 
parallel ist, sind ortho- 
gonal symmetïisch. 

Fiir d) und f) ist die 
Yerwandtsohaft i n y o 1 u t o - 
ri se h, d. h, wenn man P' 
als Q" .betraohtet, so ist 

3* 
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g) Piir eine Ebene, welche 
ziir Aufrifîebene normal 
istj wird die Verwandt- 
schaft ausgeartet, nâmlich 
zu jedem Punkte P' gehôrt 
ein Puukt P", welcher auf 
der Geraden a" = 'b" liegt 



h) Fiir eine Ebene, welche 
zur Grundebene normal 
ist, wird die Verwandtscbaft 
ausgeartet, nâmlich zu 
jedem Punkte P" gehôrt ein 
Punkt P', welcher auf der 
Geraden a' = b' liegt. 




/?. 



Verwandtscbaft zwischeB Normalrifi und" IJm- 
legu.ng einer ebeuen Pigur. 

5. Es sei ein Dreieck PQP im Grund- und Aufrisse ge- 
geben (Fig. 25). Durch Umlegung der Verbindungsebene der 
drei Punkte z. B. um eine horizontale Gerade h erhâlt man 
ein Dreieck P^Q'^jS^, welehes die wahre Porm uud GrôBe 
des Dreieckes zeigt. Zieht man die Spurnormale B' N' zu ¥ 
und konstruiert man das rechtwinklige Dreieck, welehes die 
Hôhe des Punktes P iiber der Geraden h als eine Kathete 
und die Streoke B' N' als zweite Kathete besitzt, so ist die 
Hypoténuse der Abstand des Punlçtes B von h. Dieser Ab- 
stand wird nach N'B^ libertragen, um die Umlegung B^ zu 
finden. Das rechtwinklige Dreieck enthâlt den Neigungs- 
winkel e^ der Ebene gegen die Grundebene. Die Gerade g^ 
schneidet h' in 0', welehes mit 0^ zusammenfâllt, wodurch 
man g^ erhalt. Es gilt nuu folgende Verwandtscbaft: 

1. Entspreobende Punkte B', B^ liegen auf Spurnormalen 
zu h'. 

2. ■ Entsprocbondn Gerade ^'j^^schneiden sich in Punkten 

diM" (.Jcrudc-!' h'. . , ' 

3. Beilnzidenz von B' und g' sind auch B^ und ^^ inzident. 
GrundriB und Umlegung einer ebenen Pigur auf 

eine horizontaleEbene sind orthog^onal perspektiy affln 
mit den Spurnormalen zu h'.SLÏs Âfflnitâtstrahlen und" 
mit der Geraden h' als Afflnitatsachse. Die Cliarak- 

7?' V 
teristik der Affinitât ist ô= ^^ ^j, =co3£^. Die Plâch^n- 

verzerrung (§ 6,2) fiir, den GrundriB ist also q> = f' I f=-'GOS€^. 
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6. Durch die Umlegung des Dreieokes sind aile daria vor- 
kommendea GrôBen, nâmlich Seiten, Winkel, Hôhen, . . . ge- 
funden. 

Wenn von dem ursprunglich Gegebenen nur ein Teil be- 
kannt ist iind dazu ein Teil des friiher GefundeneDj so liegt 
eine Umkehrungsaufgabe vor. Eine sohwierigere Aufgabe 
dieser Art soll nun behandelt werden. Es sei gegeben: „Der 
QrimàviStP'Q'B' eines Dreieckes, der AufriBP" deseinenEck- 
punktes, ferner der Winkel Q = 75 " und der Winkel i^ = 55 "." 
Es ist also die Eorm des Dreieckes bekannt. Denkt'man 
sich die zu F', Q', B' geKorigen Sehstrahlen, so kann die Auf- 
gabe anch so au'sgesprocben werden: 

„Ein normales dreiseitiges Prisma ist naoh eiuera Drei- 
ecke zu schneiden, welches einem gegebenen Dreiecke 
âhnlicb ist." 

Es bandelt sich da um die 
Auffindung der Lage der 
Ebene FQB, also um die 
durch F gehende Hori- 
zontale h und S pur nor- 
male m. Die Gerade h 
schueidet die gegenûber- 
liegende Seite g in einem 
Punkte und die Gerade m 
schneidet^in einem Punkte S 
(Eig. 25). Eûr aile Strecken 
der Geraden g ist nun das 
Yerhâltnis 

O'Q' O'B' 0'8' 




O^'Q'' O^'B'' 0^/S^ 



Fig. 25. 



ein konstantes. Wenn lùan daher die Gerade g^ um den 

Winkel o = g'g^ dreht und aile von ausgehenden Strecken 

■ ^ ' O'Q' 

ira Verhâltnisse >,^^^ verkieinert, so koramen aile Punkte 

von g^ mit ihren entsprechenden auf g' zur Deokung, Dreht 
man die ganze umgelegte Ebene fiir das Zentrum 0' um den 
Winkel ^ und verkieinert man aile von ausgehenden Strecken 



der Ebene im Verhâltnisse 



O'Q' 



'^ O^Q 



, so entsteht ein âhnlich ver- 



kleinertes Eeld. Dabei geht das Dreieok P'^Q^B^ m ein 
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ahnliches Dreieck FQ'B' ûber (Kg. 26) und das rechtwinklige 
Dreieck OT^'S'' in ein rechtwinkliges Dreieck O'PS'. Da 
nun die beideu rechtwinkligen Dreiecke O'F'8' und 0'P8' 
dieseibe Hypoténuse 0' S' haben, so liegen die Punkte P' und P 
anf einem Kreise, welober 0' 8' als Durchmesser besitzt. 

Nun kann die Umkehrung leicht Torgenommen werden. 
Man zeichnet liber der Seite Q'R' ein Dreieck, welches bei Q' 
deuT^inkel Q = 75° und bei B' den Winkel i2=-55" enthâlt, 
also dem gesucbten Dr.eiecke âhniicb ist. Die Halbierungs- 
normale der Strecke PP' schneidet g' in dem Mittelpunkte T 
eines Kreises, welcher durcb P und P' geht. Er scbneidet die 

Gerade g' in zwei Punkten 0', 
/S", welche mit P' verbunden 
die Lage von h' und m' er- 
geben*). Von den beiden 
Katbeten des rechtwinkligen 
Dreieckes O'P'8' kann nur 
jene die Horizontale h' vor- 
stellen, welche durch Ver- 
groBerung aus der entsprecheu- 
den Kathete des Dreieckes 
0'P8' hervorgehen kann (im. 
vorliegenden Beispiele nur 
O'P'). DerWinkelPO'P'ist 
der Winkel q, um welchen 
man g' drehen muB, um ^^ zu 
erhalten (man kanu gleich den 
Bogen PP' von S' aias auf 
dem Kreise_iibertragen). Durch die Spurnormale B'N' fiudet 
man B^. Ubertrâgt man nun B'N' auf h", zeichnet sodann 
einen Kreis, welcher iVals Mittelpunkt und N'B^ als Radius 
bat, so erhàlt man auf dem Ordner von B' zwei môgliche 
'Pu.nkte Bj Mnd Bjj . Die Aufgabe bat somit zweiLosungen 
[eigentlich unendlich viele Parallelebenen von 'zwei Stellungen] 
(GuglerS). 

Ubuûgsaufgaben: 1. Fur ein durch Grand- und AufriB ge- 
gebenes Dreieck ABC ist zu finden: a) der Schwerpunkt S, ^) der 
HohenschnittpunktJS", y) der Mittelpunkt des umschriebenen Çreises Mui 

*) Die Strahlbuschel P' und P sind in perspektiver Lage; h' und m' 
sind die Normalstrahlen des Biischels P', welchen wieder normale 
Strahlen des Biischels P entsprechen. 




Fig. 20. 
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é) der Mttelpunkfc des eingeschriebenen Kreises Me [S, S, Mu liegen 
auf der Bulerschen G-eraden, so daB S8: 8 Mu = 2:1 ist]. 

2. Die Basis A G eines gleichseitigen Dreieckes ist im Grund- und 
AuMsse gegeben. Auf- und Grundriiî des Dreieckes soUen : «) orthogonal 
affin, /S) aquivalent affin, y) scbief sjonmetrisch, sein. 

3. Der GrundriJS P'Q'B' eines gleichschenkligen Dreieckes mit 
der Spitze P und der AufriB des Schenkels PQ sind gegeben. Man 
soU B" finden (Streckeniibertragung). 

4. Der AufriB eines gleichseitigen Dreieckes ABG ist gegeben, 
ferner JB'". Man soll den EjeuzriB des Dreieckes finden. 

; 5. Der AufriB eines gleichschenkligen, bei rechtwinkligen Drei- 
eckes OMN ist gegeben, so daB 0"N" aufrechtîst, ferner der Grund- 
riB 0'. B.s ist der GrundriB des Dreieckes zu finden. 

6. Der GrundriB eines Dreieckes ABC ist gegeben, ferner B". 
Der AufriB des Dreieckes soll die Winkel A" = (nl^ + rcj^) und 
C" = (71/4 -f Tr/g) enthalten. 

7. Auf einer Ebene s — [aBb] liegt ein Parallelogramm, welches 
die Strecken s und t als Seiten hat und einen Punkt Q" als AufriB 
eines Eckpunktes. Das Parallelogramm soll im Grand- und Aufrisse 
als Rechteck erscheinen. 

8. Ein windschiefes Viereck ist mit einer Ebene so zu sckneiden, 
daB die Schnittpunkte ein Parallelogramm von gegebenem Umfange 
bilden. (Kann durch bloBes Streckeniibertragen gelôst werden.) 

9. Ein gegebenes Parallelogramm ist im ilanme so aufzustellen, 
daB der GrundriB ein Quadrat wird, von vrelchem ein Eckpunkt und 
die E,ichtung einer Seite gegeben ist. 

10. Auf einer Ebene ist ein Viereck zu wâhlen und auBerhalb 
derselben ein Punkt S. Es ist eine Ebene zu suchen, welche die vier- 
seitige Pyramide nach einem Parallélogramme schneidet, das eine ge- 
gebene Seite s enthalt. 

11. Eine Seite AB eines Sechseckes ist im Auf- und Grundrisse ge- 
geben. DasSechseck soll im Aufrisse als regelmâBigesSechseck erscheinen 
und die Flâche seines Grundrisses soll halb so groB sein, wie jene des Auf- 
risses (zwei Losungen). 

12. Es ist eine Kraft r in zwei Elomponenten j;, q zu zerlegen,' von 
welchen die eine in die Richtung der Geraden g fallt, wahrend die andere: 
«) horizontal, ^) zu g normal ist. Welche Lage hat die Ebene des Krâl'te- 
dreieokes (Hauptstellung undNeigungswinkel)? Wie gvoB sind die ICora- 
ponenten und welche Winkel bilden sie mit der EesuUierenden? 

13. Es ist eine Kraft r in drei Komponenten o,p, q zu zerlegen, von 
welchen die eine in die Richtung der Geraden g fallt, wahrend die anderen 
auf zwei frontalen Geraden c und f liegen. 

14. Es ist der astatische JMLittelpunkt und die Eesultierende fur drei 
parallèle Krafte zu sbchen, welche nicht auf einer Ebeno liegen. 

15. Es ist der astatische Mittelpunkt C und die Resultierende r 
fiir zwei Krafte p und q zu suchen, welche in der Richtung der zwei 
Geraden a und b wirken, àber nicht im Schnittpunkte 5^ der letzteren 
angreifen, sondern in zwei anderen Punkten A und B. 
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§ 7. Pnnkt und Gerade, welche nicht auf einer 
gegebenen Ebene liegen. 

1. Gerade und Ebene bestimmen einen Schnittpunkt; 
namlioh es gibt nur einen Punkt der Geraden, welcher auf 
der Ebene liegt. oder es liegen aile Punkte der Geraden auf 
der Ebene. Piir eine Gerade, welche zur Ebene parallel 
ist, wird ein uneigentlioher Schnittpunkt augenommen. 

Es soi nun eine Ebene durch drei Punkte A, B, Cbestimmt, 
welche dureh Grund- und AufriB gegeben sind. Eerner sei 
eine Gerade g ebenfalls durch Grund- und AufriB gegeben. 
Das Dreieck sei als undurchsichtige Pigur und die Gerade als 
Stab vorausgesetzt (Pig. 27). 




Fig. 27. Fig. 28. 

Um den' Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene AJBC 
zu finden, legt man durch die Gerade eine Hilfsebene, am ein- 
fachsten eine projizierende, z. B. die zur AufriBebene normale 
Ebene. Die Hilfsebene schneidet die gegebene Ebene in einer 
Geraden e, deren AufriB e" mit g" zusammenfâllt. Die Ge- 
rade e schneidet die Seiten AB und .BC des Dreieckes in zwei 
Punkten E, F, durch welche man den Grundrifi e' leicht finden 
kann. Da nun e nnd g auf derselben Ebene liegen, ergeben sie' 
einen Schnittpunkt /S' und das ist auch der Schnittpunkt der 
Geraden g mit der Ebene ABC. 

Der Punkt B" ist zugleich der AufriB P" eines Punktes,P 
der Geraden g. Die beidén Punkte E und P liegen ajif dem- 
selben Sehstrahle v, dessen GrundriB v' ist, wobei zu unter- 
scheiden ist, ob der vorliegende GrundriB eine Ubersicht oder 
eine Untersicht bedeuten sdll. Von. den beiden Punkten <P 
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und ^ist jener, welcber vom Sehstrahle zuerst getroffen wird, 
sichtbar, der andere unsichtbar oder gedeokt; man 
nenDt sie daher Deckpunkte. 

In Kg. 28 ist die Cliarak- 
teristik ô negativ. Dann ist 
bei Ûbersicht der Funkt P 
vor dem Pun kt E, also aucli 
vor der Ebene s. Da nun die 
Ebene nach vorn aosteigt, so 
ist der Punkt P sicher auoh 
unter der Ebene. Der Teil 
der Geraden g, auf welchem 
der Punkt F liegt, ist im 
Aufrisse sichtbar, im 
Grun drisse unsichtbar. 
Eiir den anderen Teil ist es 
umgékehrt. 

Bei XJntersicht ist der 
Punkt Phinter àem Punkte 
JEJ, also auch h in ter der 
Ebene s. Da Dun die Ebene 
nach riickwârts ansteigt, so 
ist der Punkt P unter der 
Ebene und desbalb von 
unteu sichtbar. . Hier ist 
der Teil der Geraden g, auf 
welchem der Punkt P liegt, 
im Aufrisse unsichtbar, 
im Grundrisse sichtbar. 

Wenii die Oharakteri- 
stik einer Ebene negatiy 
ist, so ist ein Punkt, der 
nicht auf der Ebene liegt, 
in der einen Projektion 
sichtlbar u n d in der andern 
Projektion unsichtbar. 



In Eig. 27 ist die Charak- 
teristik ô positiv. Dann ist 
bei Ûbersicht der Punkt F 
vor dem Punkte E, also auch 
vor der Ebene e. Da nun die 
Ebene nach riickwârts an- 
steigt, so ist der Punkt P 
sicher auch iiber der Ebene. 
Der Teil der Geraden g, auf 
welchem der Punkt P liegt, 
ist in beiden Projek- 
tionen sichtbar, der andere 
Teil aber in beiden Projek- 
tionen unsichtbar (gedeckt). 

Bei Untersicht ist der 
Punkt Phinter dem Punkte 
E, also auch' h in ter der 
Ebene e. Da nun die Ebene 
n'ach vorn ansteigt, so ist 
der Punkt P liber der Ebene 
und deshalb von unten un- 
sichtbar, abgesehen davon, 
daB nur eiue begrenzte Pigur 
da ist, Hier ist der Teil der 
Geraden g, auf welchem der 
Punkt' P liegt,' in beiden 
Projektionen unsichtbar. 
Wenn die Oharakteristik 
einer Ebene positiv ist,.so 
ist ein Punkt, dernicht auf 
d er Ebene liegt, entweder 
in beiden Projektionen 
sichtbar oder in beiden 
Projektionen unsichtbar. 

Ûbungsaufgaben: 1. Durch èinen Funkt P ist, die Gerade g 
zu legen, welche zwei wiridschiefe Gerade a und b schneidet. 

2. Parallel zu einer Geraden ^ ist die Gerade g zu legen, welche 
zwei windschiefe Gerade a, und 6 sciineidet. 
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3. Es sind drei windschiefe Gerade gegeben JMan soll das Parallel- 
epiped snchen, welches seine Xanten auf diesen Geraden iiat. 

4. Zwei Punkte P, Q und eine Gerade^ sind gegeben. Man soll auf den 
YerbindnngsehenenrP5'],[Ç5']d.enkiirzestenWegvoaPiiber^nacli^finàen. 

5. Die Basis ÀC eines Dreieckes ist im Grund- und Aufrisse ge- 
geben. Die Spitze B des Dreieckes soll auf einer gegebenen Geraden g 
liegen; Grund- und AufriB des Dreieckes sollen «) orthogonal affin, 
/?) âquivalent affin, y) schief symmetrisch sein. 




Fig. 29. 

6. An dem Soheitel M eines sog. Bockgeriistes (Fig. 29) -wirkt eine 
Kraft y. Es sind die Stabspannungen (Zug oder Druck) fur die drei Stabe 
2ïOi, JSPi, JSQj^zuermitteln. Erste Méthode: Man zerlegt die Xraft r 
in zwei Komponenten, Ton welchen die eine in die Hichtung o und die 
andere in die Ebene [pg] fâllt. Die letztere Komponente wirkt also in 
der Schnittgeradpnder Ebenen [or] und [pq], deren Grundspur mah als 
Schnittpunkt vonOiJBi unàP^Q^ leichtfinden kann. Zweite Méthode: 
Die Strecke AB sei die Abbildung der wirkenden Kraft ?•. Durch A 
.legt man eine Parallèle o zur Stabrichtung BOi und durch .7? eine 
Parallèle q zur Stabrichtung JK^^. JSTun ist als vierte Seite des Krafte- 
viereckes einè Gerade p, einzuschalten , welche zur Stabrichtung Bl\ 
parallel ist und die Geraden o, q schneidet. Hierfiir wahlt man auf o 
einen Punkt ^S, legt durch ihn eine Parallèle (/ zur Stabrichtung JRPj , 
sucht den Schnittpunkt Tder Ebene [og] mit der Geraden q; dann geht 
die verlangte vierte Seite jp durch T parallel zu g. Ans den B,ichtungeh 
der die Kraft r ersetzenden Krâfte 0, p, ç? ist zu erkennen, daB der 
Stab EO, auf Zug, dagegen der Stab BP^ und der Stab BQ^ auf 
Druck in Anspruch genommen wird. *' 
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2. a) Durch einen Punkt F gibt es zu einer 
Ebene e==[a.Qb] eine Normale n. 

Man legt (Pig. 30) durch einen Punkt 5 von h (etwa gleich 
jenen, welcher sich durch den Ordner P'P" ergibt) eine 
Horizontale h und eine Frontale f. Nun kann der Satz von 
§ 5, 3 angewandt werden. Da die Gerade n zu allen Geraden 
der Ebene e normal ist, muB der GrundriB n' defNor- 
malen durch P' senkrecht zu h' und der Aufrili n" 
durch P" senkrecht zu f" gehen. Der Schnittpunkt der 
Normalen n mit der Ebene s, den man wieder mit Hilfe einer 
zur Auf rifî ebene normalen Ebene finden kann, ist der Eu B- 
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Fig, 31. 



punkt iV der Normalen n und die-wahre GroBe der Streoke 
PiVheiBt der Abstand des Punktes P von der Ebene e. 

P) Durch einen Punkt P gibt es zu einer Ge- 
raden g eine Normalebene v. 

Die Horizontale h der Normalebene hat (Fig. 31) 
die Gerade A', welche durch P' senkrecht zu g' geht, als 
GrundriB und die Horizontale h" durch P" als AufriB. Die 
Frontale f der Normalebene hat die Horizontale f 
durch P' als GrundriB und die Gerade /", welche durch P" 
senkrecht zu g" geht, als AufriB. Durch dièse zwoi Geraden 
ist die Normalebene bestimmt.. Sie wird von der Geraden g 
in einem Punkte N geschnitten, welohen man wieder durch 
eine zur AufriBebene normale Hilfsebene finden kann. Der 
Schnittpunkt iV, ist zugleich der EuBpunkt der No-rmalen 
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Ton P zvL g und ergibt sich hier noch einfacher als in 
Pig. 21 ebenfalls blofi mit dem Rechtwinkelbrett (ohue Zirkel), 
Die Deckpunkte G, H zeigen, daB G hinter der Ebene liegt, 
daB also der betreffeude Teil der Geraden g im Aufrisse un- 
sichtbar ist, Da die Charakteristik der Ebene negativ ist, so 
ist dieser Teil der Geraden im Grundrisse sichtbar. 

y) Durch den Punkt P geht eine Parallelebene zu 
E = [aQb], welche sich sofort ergibt, iudem man durch F 
Parallèle zu zwei Geraden (etwa a und &) der Ebene zieht. 

Ubungsaufgaben: 1. Es sind jene Punkte einer Geraden zu 
suchen, welche von einer Ebene einen gegebenen Abstand haben. 

2. Der GrundriB F' Q' B' eines gleichschenkligen Dreieckes 
mit der Spitze Q und der AufriB der Basis PR sind gegeben. Man 
soll Q" finden. 

3. Es ist eine Kraft in zwei Komponenten zu zerlegen, von denèn 
die eine senkrecht und die andere parallel zu der durch die Geraden 
a, h bestimmten Ebene ist. 

3. a) Die Normale, welche man im Schnittpunkte einer 
Geraden mit einer Ebene zur letzteren errichtet, heiBt das 
Einfallslot der Geraden. Der Winkel, welchen die 
Gerade mit dem Einfallslote bildet, heiBt der Einfalls- 
winkel der Geraden gegen die Ebene und kann nach 
dem Yorangehenden gefunden werdeu. 

/5) Wenn zwei Ebenen durch je zwei sich schneidende 
Gerade gegeben sind, so kann dieSchnittgerade der 
Ebeuen gefunden werden, indem man die Schnittpunkte 
von wenigstens zweien der gegebenen Geraden mit der 
anderen der gegebenen Ebeuen sucht. Man kann aber auch 
z. B. eine horizontale Hilfsèbene beniitzen. Eine solche 
schneidet die beiden gegebenen Ebenen in je einer Hori- 
zontalen, deren Schnittpunkt auch ein Punkt der verlangten 
Schnittgeraden ist. Die Aufsuchung dps Neigungs- 
winkels der beiden Ebenen soll, spâter, (§ 19, i) 
besprochen werden. 

4. Es seien zwei windschiefe Gerade a und h durch 
ihreProjektionen gegeben. Durch jede yen ihnen gibt es eine 
Ebene, welche zur anderen Geraden parallel ist. Eérner gibt 
es eine gemeinsame Normale ti, welche a und h in den 
Punkten Ax^xiàB schneidet und zu beiden Geraden senkrecht 
ist. Auf n ergibt sich der Abstand AB = z der wind- 
schiefen Geraden. Legtman durch J. eine Parallèle &" zu &, 
so entsteht der Winkel ah'^=Q der windschiefen Geraden. 
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Sind zunâchst a und h zur Grundebene parallel (Fig. 32), so 
erhalt mao z und q unmittelbar in wahrer GroBe. Dabei sind 
zwei Fàlle zu unterscheiden. Nâmlich man kann dieGeradea 
durch Heben um z und Drehen um den Spitzwinkel q 
entweder im positiven oder negativen Sinne mit h zur 
Deckung bringen. 

Ein anderer besonderer Fall ist der, daB die eine 

Gerade eine Horizontale h und die andere Gerade eine 

Frontale /"ist. Um die gemeinsame Normales zu finden, 

wâhlt man z, B. auf f einen Punkt P. Zieht man nun durch P' 

die Gerade g' senkreciit zu h' 

und durch P" die Gerade^ç'" 

senkrecht zu f", so hat man 

die Projektionen einer Ge- 

raden g, welche zur gemein- 

samen Normalen n parallel 

ist. Der Schnittpunkt der Ge- 

raden h mit der Ebene [fg] ist 

der Punkt A, durch welchen 

die gemeinsame Normale n 

parallel zu g geht, wodurch 

sich auch der Punkt P ergibt. 

Bei allgemeiuer Lage der 

Geraden a und h wâhlt man 

etwa auf a einen Punkt P und 

durch P' eine Bildachse y. 

Nun legt man durch P die 

beiden Normalebenen a und ^ 

zu den Geraden a und h, so 

dafi dieSpurcïg senkrecht zu a!' p^g,^ 32. 

und die Spur l.^ senkrecht zu //' 

ist. Durch die Schnittpunkte von a^ und l^ mit y legt man 
die Grundspur a^ senkrecht zu a', bzw. &/ senkrecht Zu h'. 
Daraus erhalt man sofort die Projektionen der Schuittgeraden^ 
der beiden Normalebenen. Die Ebene [ag'] schneidet die Ge- 
rade l in dem Punkte P, durch welchen die gemeinsame Nor- 
male îî parallel zu g geht, womit sich auch, der Punkt A ergibt*). 

tJbungsaufgabe: Es ist die besprochene Aufgabe fiir den JTall 
auszufuhren, daJÎ a' parallel zu 6' ist. 

*) Bei dieser KoDstraktion sind zu zeichnen: 1 Horizontale, 
5 Ordner, 4 Normalen, 2 Parallelen und 3 Vorbindungsgerade. 
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"Wie ûuu zu sehen ist, zerfalloa die Elonientaraufgabe 
iu zwei Gri'uppen. Die projoktiven Aufgaben, bei welche 
es sich uur um Inzideuz, Yerbinden und Schneiden handel 
sind durohweg (mitEiiLscliluB der Aufgaben ûber Paiallelita 
oline Bildachse ausfulirbar; die metrischen Aufgabei 
bei welcheii es sich uni die wahre G-roBe von Strecken od£ 
"Witikoln handelt, sind im allgemoinen u'iobt ohne Bildaoba 
ausfiihrbar (duroh passendo Wabi der Bildachse kônnen Vei 
einfaoluingen erzielt werden)^'^'^. 
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§ 8. BeleucIitiingsYerhaitnisse. Selbstschatten, Sclilag 
schatteii; Hellestufen ; Spîegehmg;. 

1, DieBauingebilde (zumeist als u n dur ch sich tigvoraus 
gesetzt) sind eigeuUich nur bei Beleucbtung sicbtbar, 1 
solUe daher bei der Abbiidung immer a\i£ die Beleuchtun 
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Wiirfels parallel siDd, welcher in clas A oh s on System hineinpaBt 
(Fig, 33a), une] zwar iu den Oktaiitoii [-\-x, —y, -^-s;]. Bei 
Untersicht kann aber auch eiueBeleuchtuugvoii unten voraus- 
gesetzt werden (Pig. 33b), wofllr dor Wiirfol in don Oktanteii 
[4-aî, —y, — g] pafit, ' Dieso Aniiahme soll Diagonal- 
beleiiohtuiig gouannt werdeu. 

Hier ist also '-^yV ^^yl" = '71/^ und -^zl" ==0l"' ^nj^. 

Die Lange der Wiirfelkaute sei h. Logt nian das reciit- 
winfelige Dreieck OPZa.aî die Aufriliobeiie um, so ontbâit das 
Dreieck OP^^ die TJmlegung l^ des Lioblstrahlos. DorWinkel, 
weloben V mit dom Sebstrabl 0, bzw. u bildet, ist 'der Ein- 
faliswinkel e^ der Lichtstrahlen gegen die Grundobene. 
Da der Lichtstrabl l gegeu aile drei Projektionseboneu gleiob 
geneigtist, so ist „_„__„ 

In un ist 

oz= h, oj?' = zj?"" = h ■ j/ï, op^ = h ■ y 3 ; 

daller ist , ' 

sin£,-^^ = -/f=^0,8l649..., 

OZ rr ' 

Aus der trigoiiometrisobeu Tafel kann jetut £^ ontuommeii 
werden. , . _ 

Bei' DiiigoualboleuGhtung ist der Einfallswinkel 

derLicbtstrablon gegen jede der drei Projoktions- 

ëbenen ' e < ik/ 

6^ ==54" 45'. 

BerVortsil diesor Auuabme besteht bauptsîlcbiiohdarin, 
daBdieProjektioneuderLiobtstrablendul'chb.loBes Anlo^on 
des Tr/j-Drojeckes an die R'eiBscM6ne(BildachsQoder Ordner) 
gezeiohnet werden komiGu, wilbrend sonst das ParalloloAziolien 
mif 7-'-- nrr.i.-l;.i. ;; .^'\.\v■^ •■nB. AuBordom orgobon bioh 
, bçi iiiji:-.'!i- K.i-^--. !.-. . ; i'i- ipe Veroinfaobungeu. 

'■ ' '!' ''''-""■ "■■ ■ -f '" !■ ■:li' -ir'-i eine SchaÙou- 

■'■"■I; : 'I" i- '!■ \\ ;,, i' -.. \ ^-A . -a,,,. ,, ■^...|, J,\.-\, -n ,],.. 

/l'.ri-Iu-liii I- îii." M-l.' . diî' l.-i'l.i- -nh . M iM'jilu!"-. i;i.- 
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louclitet,auf deraïKlernSeiteunbelouchtet — imSelbst 
schatten. Niir wenn der Lichtpunkt auf der Ebene liogfc (di 
Lichtstraldon zur Ebene parallel sind), ist die Ebene auf bcide 
Seiteii iiiibelenchtot — im Streiflichto. 

"Wenn die Liclitstrahlen auf derselben Seite der Ebeii 
einfallen wie die Sehstrahien, so ist dio beleuohtete Seit 
der Ebene sicbtbar, im andern Ealle die unbeloucbtet 
Seite. Uni diesin derZeichuuugznunfceisuchen, legtman ein 
Ebene, welche duvoh deu Sehpuiikt und den Liolitpunlct gel] 
(welclio zu den Sebstrahlen und Lichtstrahlen parallel ist 
Um z. E. diè Belouchtung des Dreieolces AB G fuv de 
Aufrili zu untersuohen (Fig, 34). legt man die Ebene, weloh 




n , b c. (1. 

Fig. 31. 

duroh deu Sehstrahl v und den Lichtstrabl ï des Eckpuulttes 1 
bestimmt ist. Dièse Hilfsebene schneidet dieDreiecksebene ii 
einerGeraden e, deveuAufriB e"mit?"zusammenfa.lltunddeTei 
GrundiiB e' sich durob den Scbnittpunkt S mit der Seite ÀC 
ergibt. BeiEig. 34aund34cliegen ï' und?;' auf derselben SeiU 
Yon e', daheristim Auf risse die beleuohtete Seite des Dreieoltei 
^ JS C siclitbav. In Eig. 34b und 34d liegen aber V und u'.au 
voischiedenen Seiten der Geraden e'; es ist also im Aufrisst 
die unbelûucbtete Seite des Dreieckes ^5 C^ sicbtbar. 

Je nachdem die Ebene im Nebenwinkel odor in 
Winkel der einfallenden Stralilen î und v vorifluft 
ist im Aufrisso die beleucbteto oder unbeleuchtotc 
Seite der Ebene sicbtbar. 
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Es ist dann nicht notwendig, deu GrundriB neuer- 

dings zu iintersuohon; demi bei positiver Olmrak- 

teristik ô ist im GrundriB diesoibo Seite sichtbar (Fig. 34a 

imd 34b), bei negativer Oharakteristik aber die audere 

Seite (.Fig..34o und 34d). lu Fïg. 34 sind die vier moglioben 

l'aile flir Ùbersicht dargestellt. Bine Ebene kaon namiicb 

in bezng auf dasDreikaut, welohes von dem Liohtstrahl l luid 

den beideu Sehstrablen o nnd v gebildet wird, die nachVinem 

Puukte der Ebone gerichtet sind, vîer versobiedene Iiageu 

annehnien. "Wenn die Ebene eine positive Oharakteristik 

bat, so schneidet sie die Ver- 

biudnngsebene [ov], welche 

zur Krouzrifiebene parallel ist, 

in einer nach riiokwarts au- 

steigenden Geraden cl Dabei 

sohneidet die Ebene entweder 

ius Dreikaub gar uicbt ein; 

dann ist inbeiden Projek- 

tioueu die beleuchtete 

Seite sichtbar. Oder die 

Ebene schneidet vom Drei- 

kante den Liohtstrahl ab ; dann 

ist in beiden Projektionen 

die nnbeleuchtete Seite 

sichtbar. Wenn die Ebene 

eine négative Oharakteristik 

hat, so schneidet sie 'die 

Verbipduogsebene [oif] in einer nach vorn ansteigenden 

Greraden d. Dabei schneidet die Ebene entweder den Seh- 

strahl oder den Sehstrahl v vom Dreikante ab. Im erston 

Ealle ist im Griindxisse die uubeleuchtote nnd im 

Aufrisse die beleuchtete Seite sichtbar^ im andoru 

Ealie ist es umgekehrt. 

Zur Ub.ung: Es ist iSjVs Abaloge flir Unteraichfc auszufiihron, wobci 
tlie LiohtfltrahloQ entweder von oben otler von unten koflimon Bollen. 

3. Sohiagsohatten eines Punktos und einer Go- 
xaden. 

Ein leuohtendor PunktX, ein undurohsiohtigor Punkt P 
auf einer ii ' ' .i.-' -i.-h'"/ G- 1; '-'n ;; :! 'd ein weiBor Sohirm 

von der i". (' .jd!- ;. t;i;.!ii n.,- ABGD seiert im 

Gtund-, Uii"! \ . 'iir.-'- ■ ;; L- 1-. ■ 
■■ , 'Solunf^i Dai'Btellentle Géométrie 'I. 
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DerSohiùttpiinktiS'derYerbiadungsgeraden dos lencbtei 
deii Puukfces L iiiul des iindiirchaichtigeD Fiuiktes P mit de 
gegebeiion EbeueheiCt derScblagsohatten cl es Punk tes. 
,j ,., auf die Ebene. 

p\: DieScbnittgerades dorVerbiudungsebene desieucbtonde 

Punktesi iind der undurchsichtigen Geraden^ mitderEben 
bciCt derScblagschatten der Ôeraden g auf die JSben( 
Der Scblagscbatten ist in pbysikaliscber Hinsicbt oin 
j.^, dunkle Stelle auf einer beleuohteten Flâchej dadurc 

m bervorgebracbt, daB an dieser Stelle das von einem undui-oli 

^ sichtigen Kurper zuriiokgehaltene Liolit niobt auffalit. Es is 

daber fiir dio geonietrisch wobl stets vorliandenen Schatteii 
elemente zu beachten: 

1. Nur auf der beleucliteten Seite einer Flacb 
kann eîgentlichev Scblagscbatten auftreton. 

2, Niir wenn der undurcbsiobfcigeFunktPzivisdie' 
dem Liobtpuukte L und dem Schattenpuukte /9liegl 
entsteht eigeutliclier Scblagscbatton. 

Der eigentliohe Solilagscbatten einer Gerade 
begiuut boira Scknittpunkte T der Geraden mit do 
Ebeue und gelu unr nacb einer Seite bin. Er wir 
erbalten, indem man nocb den Scblagscbatten eines ander 
Punktes der Geraden an( die Ebena sucbt. Eine Geradf 
welcbe zu einer Ebene parallel ist, ergibt eine zu ib 
parallèle Gerade aïs Schlagschatten. Der Scblagscbatten eine 
Sebstrables fallt in dieProjektion derLichtstrahlen, welcb 
den Sehstrabl treffen. 

4. Scblagsohatteu zweier ebenen JTiguren auf 
einander. 

Ein DreiQckABGntid ein Parallelogramm DEFG seie 
als undurchsichtige Figuren durch ibre Proiektiouen gegebe 
C^^ig. 36). 

Die Scbnittgerade g der beiden Ebenen a und d wird ge 
f uuden, indem man etwa die Sobnittpunkfce der Seiten A B um 
■^CdesDreieckes mit der Ebene des Parallélogrammes suobi 
Nun sei Diagonalbeleuchtuug vorausgosetzt, Man sucb 
zunjicbst etwa den Scbnittpunkt des Licbts trahi es, der durcb j 
geht, mit der Ebene ô. Er ist der S oblags chatte n As de 
Punktes J. auf à. DerScblagschatten der Geraden ^5 ergib 
sich nun, indem man den Scbnittpunkt von AB und g mit A 
verbiiidet. Auf dem Liobtstrahle des Punktes B liegt danu Bt 
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Dem Dreiecke A"B" G" entspricbt dann eiu Droieok A'^Bl' G's'. 
Hieraus folgt: 

DieOrtliogonalprojoktioii oiuor ebeneii Figurund 
die Orthogonalprojektion des Schlagschatteus (fiir 
ParaJlelbeleuohtung) dieser Kignr aiif eine andere 
Ebone sind perspektiv aflin. Die Affinitatstrahlon 




Flg. 80. 



Flg. 87. 



sind dieProjektioneii dorLichtstrablen (l")\ die Afli- 
nitatsaohseistdieProjektîon dor SGhnittgoradon((/"). 
Fur deti AufriB ist die Charaklsristik dev AffinitÉit 

A'T" 
^'~ A'JT" ' 
Da nuii iuv das Parallelogramm DEFQ T^'iedor Strablon 
desselbeii Biindols mit den Ebenen a und ô znm. Sobnitto 
kommon, niiv daJÏ jotztz. B, der Puukt ^ auf ô und soin 
Sobatten Es auf a liegt, so bestobt zwischen den Parallelo- 
grammonD"j£7':i^"(?"nndi)M'^i'(?;dioselboyerwandt- 
scbaft, niir daR die Obarakteristik jetzt Ijôg ist. Vor- 
bindet man daher B" |nit B'a, suoht don Scbnittpunkt dÎGSor 
Geraden mit der Affinit^tsaobse g" und vorbindet ibn mit JB", 



ê'.i':. ' 
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so erhalt man anf dem Afflnitâtstrahle von B" deu ent 
sprecbenden Punkt Ds- 

Es ist noch iiaoh der vorigeu Nummer zu ermittelo, wc 
eigeutlioher Schlagschatten ist. Flir don Aufrifî de] 
beîdeii Figurea deukt man sioh die Bbeue des Sehstralales i 
und Lichts trahi es l des Pnuktes T der Sohnittgeraden g. Sit 
schneidet die Ebenen ô und a in den Geraden e und /", derer 
Grrundrisse e' und f sind. 

Wenu die Oharakteristik Ôg fUr deuAufriB positii 
ist, so liegen die Puukte J.' und^j auf derselben Seite von v 
und daber die Greradene' und/"' entweder beide im Nebeu- 
wiukelder einfallenden Strahlen V undîi'(Fig. 36) oder beide 
ira "Winkel der einfallenden Sti'ahlen V und v'; dann ist in^ 
Aufrisse von beideu îMguren die beleucbtete, bzw. un- 
belenohtete Seite sichtbar. Wenn aber die Oharak- 
teristik ôs negatiY ist, so liegea die Punkte A' und ^g aui 
verscbiodenen Seiten von v', aiso eine der Geraden e', f be- 
findetsichiniNebenvrinkel der eiufallendeu Strahlen V undîi' 
die andore im"\Vinkel derselben (Fig. 37). Im Aufrisse isi 
dann von der einenFigur die beleuchtote Seite, von dei 
anderu Figur aber die uubeleuohtete Seite sichtbar 

5. Hellestufen. 

Eine fîbene, welohe eine rauhe (nicht glânzende), weiBe 
(oder nur wenig gefiirbte) Oberflâohe bat, wirft das Liobt naoh 
alleu Seiten gleichmaBig zuriiok. Bei Parallelbeleuohtung er- 
scbeiot eine solche ebeueFigur ara bellsteu, wenn dieLicht- 
strahlen zur Ebene normal sind. Mit zuuolimendem Ein- 
fallswinkel nimmt die Helligkeit ah uud wird Null, 
wenn die Lioh'tstrahlen zur Ebene parallel sind. Nonnt man 
die grolîte Helligkeit r, so ist die Helligkeit bei einem 
Einfallswiokelfi ■ h^r-cosE, 

ivas seinen Grund darin hatj daB das Licbtstrahlbiindel, welohes 
bei schieferEinfalisrichtnug die Elaebe /" triSt, nur mebr eineu 
Normalschnitt f- cos a besitzt. 

Es sei z. B. eine auf der Aufrifiebene liegeude, zu l" normale 
Gerade a als Achse eines Ebeuenbiischels angenommen 
und die Ebenen seien wie die Blatter eines Buobes be- 
grenzt (Fig. 38). Die Einfallslote des Lichtstrahles fiir aile 
Ebonen des Biischels liegen dann auf jener Ebene, welohe, dUrob 
den Licbtstrahi l geht uud zur Aufrifiebene normal ist. ,Bs- 
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trachtet iiiaii die Ebene als ueue Projektionsebeno iind logt 
sie auf die AufriBebene um,so bleibt dor SchnittpiinktOvon a 
uud Z unverandert. Durch eineu zwoiten PuiiktPvon l erliiilt 
man aus P"die Umlegung P= 0" I"" des Lichtstrahles. Mr 
Diagoualbeleuchtung wahltraan den EokpunktPeinesWiirfels, 
weloher als gegonuberliegenden Eckpunkt iin,d die Seiten- 
breite r als Kante besitzfc. ,2u jeder Ebene des Biisohols ge- 
hôrt eiue Spur e^. Normal dazu ist das Einfallslot 0"E^, 
welohes mit V den Eiufallswinkel e bildct. Wahrond die zii l 
normale Ebene die groJSte Helligkeit r bésitzt, bat die Ebene 
mit der Spur e^ die Hellig- 
keit /i = r ' oos fi. Betrachtet 
man die Streoke 0"E'^ = r 
als Bild der gi-oBten Hellig- 
keit luuHailt maa von S'"dio 
Normale zn î", se ist 00" 
das MaB der Jiûlligkeit h 
Zivischen den Grenzen 
und r denkt man sich zehn 
Helligkoitstufeii. Teiltman 
den aiif ï" liegendon Radius in 
10 gleiobe Teile, so kann man 
aus der Lage des Punktes 0" 
wie von einem MaRstabe don 
Helligkeitsgrad der Ebene e 

ablesen (in derZeiohniingY''o*")' 

Die AufriBebene selbst hat 

eine Helligkeit von nabezu 

-^r. Yon der Ebene (p mit 

der Spur /o ist die unbeleuchtete Soito siobtbar. Durch 

das von der Umgobung zurilckgeworfeno Licht werdon auoh 

die unbeleuohtefcen Elachen in gewissem MaBo aufgehellt. Da 

es aber sohwierig wEre, dieAVirkung dor TTmgebungin jedom 

besonderen Ealle zu beurteilon, macht man oin flir allemal dio 

einfaohe Auuabme; 

„DasRoflexIichthab6 entgegengosetzteKiohtung 
und halbo Stilrko." , 

Man teiit daher don anf P liegenden Radius von efitgogeu- 
gesetzterEiobtung in JUnf gleiobe Teile. Die von P" zu Pge- 
fSUte Normale ergibt fiir die unbeleuchtete Seite ïlor fîbeiioip 
idie Helligkeit -j^ r. Auf der Ebene s ontstelit duroli dioEbono rp 
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ein Schiagschatten. Der Schlagschatteu erscheint nooh 
(Uniklor als der Selbstsohatteu, und zwar aiif einer 
Flaolie, welche clie groBte Helligkeit aufweist, am 
cliinkelsteHj was wohl auf eine Kontrastwirkung zniuck- 
zufiihren ist. 

In der Zeîchniiug wird die verschiedene Helligkeit da- 
diirch herbeigefiihrt, dali dîo einzelneii FJacheiiteile mit ent- 
sprechendon Tuschelageu iiberzogen werdeu. Es werden zu- 
iiâchst aile TeiJe mit der dem hellsten Telle entsprecheudei] 
Lage Ubeizogen. Die duukleren Toile werden (uaoh dom 
Trocknen) wiederholt mit derselben oder mit einer diiroh 
Tuschezusatz verstârkten*J Lôsung iiberzogen, 

6. Ebener Spiegel. 

Ist die Ebene glatt, so tritt regelmiiIJige Reflexion 
(Spiegelung) ein. Jeder einfallendeLicbtstrahl wird an der 
Èbene so reflektiert, daB der reflektierte Strabl mit dem oin- 
fallendeii Strable uud dem Einfallslote auf derselben Ebene 
liegt und daB derEeflexiouswinkel demEinfallswinkel gleioh ist. 

Die 7011 einemPunkte ausgehenden Strahlen scheinen von 

einemPtinkte zuriickzukommen, der auf derNormalen ebenso 

weit hinter dem Spiegel liegt; wie derPunktvor demselben. 

,,'Gegenstaud und Bild sind in bezng auf die Spiegelebeue 

orthogonal symmetrisoh." 

XJbuQgsaufgaben; 1. Daa Spiegelbiid einea Dreieokes in bezug 
auf eine Ebene ist zu suchen. 

2. Es ist der Lichfatrahl zu suclien, welchar voq einem Pankte L 
ausgeht und durch eine Bbene e nach einem Punkte P reflektiert wird 

3. Man soll jenen von L ausgehenden Lichtstraiil fiaden, welcher 
dnrch Reflexion an ^wei Ebenen (etwa Grund- und AufriBebene) 
nach einem gegebenen Punkte P kommt 

4. Ba ist zu zoigeu, daB parallèle Lichtstrahlen durch einen 
Spiegeloktanten als aolche von entgogengesetater Hichtung zuriick- 
geworfeu werden. 

§ 9. Eckîge Korper (Polyeder). 

1. Die konvoxo Pyramide hat eiu gewohnliches Viel- 
eck (olme einspringeude Winkel) als Basis und oinen auBer- 
halb der Ebene liegenden Punkt ^^als Spitze. 

Bei einem undurchsichtigen Korper ist ein Teil der 
Kanten und Elaohen sicbtbar, ein anderer Teil unsicbtbar. 

*) VersHchehabeu namhch gezeigt', dafi bei mehrmaligem Gobrauche 
derselben Losung der erzielta TJntersohied kaum merkiich ist. 
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DerKantenzug, weloher den sichtbareu Teilvomunsiclitbaveu 
trenut, heifit der walire TJmrifi, seiuo zugehôrigo Projektion 
der scheiiil>are UmriB des Kdrpors. 

Fur den AufriB einer konvexeu Pyramide ist die 
Spitze S der Deckpuukt eines Punktea jS der Basisebeiie. 
Liegt jS'vor derBasisebene (§ 7, i), so ist dieGrnndflaohe im 
Aiifiisse unsicbtbâr uiid aile Seiteiiflaoben sind sicbtbav, 
wenn J5?im Innera des Vieleckos siob befindet; dagegen sind 
die demPunkto^zngekebrten Seitenflaohon u n si ob tb ar, wonii 
F auBerlialb des Vieleckes liogt, Liegt ^S* binter der Basîs- 
ebeiie, so gilt fiir die Siobtbarkeit das entgogengesetzte. 

Im Gruodrisse ist fiir dîe Sicbtbarlîeil der Baais nur 
nacbzusehon, ob die Obarakteristik der Ebeiio positiv oder 
negativ ist; beziigliob der Seiteiiflaoben ist statt des Piinktos JS 
der Deckpiinkt ^ der Spitze fiir den Grriiiidriii mafigebeiul 

Boi Belenobtuiig eines ûcldgen Kôrpers isf oin Teil 
der Flachen beleucbtot, eiii anderer Teil mibelouohtet. Der 
Kanteuzug, welober deo beleuobtetonTeil vom unbeloiicbteteu 
trennt, heiBt die Lîchtgi'enzo des Korpers. 

Um die Liobtgïenze einor koiivoxen Pyramide fiir 
Parallelbeieucbtung zu iindea, legt man don Liobtstrabl î, 
welcber durcb die Spitze gebt, suobt den ScblagscbattBu T 
der Spitze S auf der Basisebeue und ziebt dio Tangonton 
aus T an die Basisfigiir, Die Beriibrungspunkte gebon jene 
Seitenkanten au, weiebe zur Liobtgvenzo geboren; zwiscbcii 
den Tangenten liegt der Schiâgsobatten der Pyramide auf 
der Basisebene, 

"Wenn der Licbts trahi zuorst5uud danu Ttriftt, so ist 
die Basis unbeleuobtet und 'aile Seitenflachen sind bo- 
lenchtet, wenn 7" im Innern der Basisfigur liegt; dagegen 
siud die dem Puukte T zugekebrton Seitenfificbon un- 
beleuobtet, wenn îTauBerbalb des Vieleckes liegt. Trifftdor 
Liclitstrabl zuerst T und dann 8, so gilt fiir die Boleucbtung 
das entgegengesetzte. 

2. Das konvexe Prisma bat zwei parabole, kongruento, 
gewdbnliobo Vieleoko als Grundflaoben und Parallèle-' 
gramme als Seitonflaoben. 

Von den beiden GruudMcbeu ist jene, welcbe vom Seb- 

strabl zuerst getroffen wird, siobtbar, die andero unsiohtbar, 

Um die Lichtgrenze eines konvexen Prismas zu 

finden, legt man durch einen Bokpunkt den Tjiobtstrabl iiiuV 
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suclît den Sohlagschatten dièses Puuktes auf der anderon 
Basisebene. Yon den beiden Basisfiaclion ist dann jeue 
belouchtot, welche voni Liclitstralile zuerst getroffen wird. 
Dann siicht man den Schlagsobatteu eiiior Seiteukante aufdev 
Ebene der unbelouchteton Basisfîgiir uud zieht dazu die 
parailelen Taugenten an die Basisfigur. Die Beriihrnngs- 
pimkte ergeben die Seitenkauteu, welohe zur Lichtgrenze ge- 
horeu. Zwischou den Tangenton liegt der Scblagscbatten des 
Prisnias auf der Basisebene. Die dem 'Scblagscliatten zu- 
gekehrtBD Seitenflàcheu siud unbeleuohtefc, 

Jeder andere eckigoKorper kaun auf dièse zwei 
GrnndkôrperdurobZeplegungoderErgîlnzungzurUok- 
gefiilirt werden. 

Breitet man aile Fliichen eines kouvexeu Polyeders in 
eine fîbeue ans, so daJJ man dann umg'ekebrt durch Faltung 
wieder die Korperform herstellen Itaun, so erbÈilt man das so- 
geuanute Netz dos Korpers. 

3. Die regelmaBigen Polyeder Platous sind: 

Tetraoder 



Hexaeder 
Dodokaeder 



Oktaeder 
Ikosaeder.'* 



Es soll z. B, das Dodekaeder mit Diagonal- 
beleuclitung abgebildet werdeu (Mg. 39). 

Znnacbst ist das regelmaiSige Fiinfeok AJ3CDJS ans 
der gegebenen Kaute h des Dodekaeders konstniiert, uâm- 
liob das Dreieck ABG ans den Seiten AB=BC=Jc und 

AC=AB^ii-y{^^J-{-^Jc\ Hieraus kann der Mittel- 

punkt 0' und der Badins r des umsohriebenen Kreisesge- 
fuuden werden. Das un3ioljtbareBa,sisfilnf6cîî: ersclieiut uni n 
gedrelit, so daB die Eckpunkte beider Fiinfeoke im Grund- 
risse ein legelraaBîges Zelinock mit der Seite s bildeu. 

Dreht man das Etinfeck AS CDU umdio Seite AB, bis 
der GruudriB des JEokpunktes B nacb S' komratj so eisobeiut 
die Diagonale AB als r. Dreht man das Fiinfeck einerseits 
um AB nnd andererseits um AB, bis die boiden Figm-en 
langs der naoh abwartsgeheudeuKaute A^zusammeustofien, 
so ergibt sich H' ans den beiden Spurnormalen von B ■ 
uudB. Die Prdjektion A'JÎ' muB den auBeren Wiukel hùi.A' 
halbiereu, fallt also in dieYerlangerung von A' S' und soblieBt ' 
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mît ÂB den'WiukeJ f^7i = 64.^ eio, ebeiiso wie die Zobnook- 
seite, deron Endpunkt L' auoli auf dev SpuruormaloQ E'H' 
liegt. Dataiis folgt, daB ^'S'' = sist. Aus gleichem Grnnde 
isfc J'K' = s. Die Diagonale A'J' fallt in die Vorlaugeruug 




FIg. 89. 

der Zehneckseite A'L\ und da ÂSBJ ein Rhombus ist, 
mnS>.A'J'r=^r soin, Nun ist das Droieok A'L'S'^A'H'J' 
nnd|daher H'J' = r. 

„Der sclieinbare UmriB des Dodekaodors isf oin regel-, 
■inaBigea .Zebneok mit der Seite r." 
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Aus A^ = ï-'^ 



^'^'^^ und s^ = r-'^-^ folgt h^ = r'~\-s^ 



2 ■ 2 

Die Kanten FG und JK sind im ilaume zueinander normal 
und zur KreuzrifîBbene paralIeJ, Sie erscheineu im Grundrisse 
als r, bzw. s. Aus der Nebeufigur (39 c) ist zu ersehen, daB 
dièse Kauten im Aufrisse aïs s, bzw. r erscbeinen, woraus der 
AufriÛ des ganzen Dodekaeders leioht konstruiert werdeu kann. 

Erweitertman diedurcbdieSeiteu desPiinfeokes J.50X>^ 
uaeb abwarts gebeuden Macben, so entsteht eine konvexe 
Pyramide mit der Spitze S. FUr dièse iindot man (uaoh 1.), 
daB die J'I^chen^C^Sund 6'Z> /S* unbeleuolitet, die drei anderen 
Seitenflacben beleuchtet siud. Daher sind auch die durcb BG 
und CD nacb abwarts gebenden Macbeu des Dodekaeders un- 
beleuchtet, die durch i)^, ^X, ^.fî gebenden beleuobtet, 
Ba Ton zwei parallelen Fliioben eiues konvesen Poljeders 
immer die eine beleuobtet und die andere unbeleuobtet ist, 
braucbt man die unteren fiinf Flacbeo nicht yon neuem zu 
uutersuchen. 

dm auch den Kelligkeitsgrad fiir die einzelnen Flacben 
zu ermittelu, kann man durch den Mittelpunkt den Lioht- 
strahl legen, ferner die 6 Normalen zn den Macbeo. Eine 
Bolcbe Normale trifft die Flacbe im Mittelpunkte M des Fiiof- 
eokes. Legt man die Horizoutalebene durch M, so wird sie 
vom Licbtstrahle in eiuem Punkte N geschnitteu. Der Winkel 
MO j!^ ist dann der Einfallswinkel der Lichts trahi en gegen die 
PJâobe, welcheilf als Mittelpunkt besitzt. Zeichuet man einen 
Kreis (Fig. 39b) mit dem Eadius OM=r-\-sl^, sucht die 
wahre GroBe der StrockBOA'"undBiacbt dann die den einzelnen 
Fltichen entsprecbende Strecke N'M'~ NM, so ist MON die 
wahre Grôfie des Binfallswinkels. Teilt man den in die Richtung 
Ton ON fallenden Dnrcbmesser von ans nach links iu 10 
und nacb recbts in 5 gleiohe Telle und fâllt man Ton den 
einzelnen Punkten M die Normalen zura Durcbmesser, so er- 
bâlt man die Helligkeitsgrade. Z. B. fUr die Flacbe AEFG-H 
findet man ungefâbr 0,9 -r, fiir die liorizontale Flacbe nabezu 
0,6 • r. In die dunkelste Zouo 01 der unbeleuchteten Seite ge- 
horen zwei ]?]aebeo, namliob jene, welcbe Ton BC nach ab- 
warts gebt, uud jene, welche von JK nacb recbts geht. Es isfc 
auch zu bemerken, daB die durch CD gehende Flaohe infolge 
des Reflexlicbtes eigentlicb etwas heller erschoint als die be- 
leuchtete Plaobe, welohe durch DE geht.'" 
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Ûbungsaufgaben: 1. Ein gagebenesYiereck A'B'G'U' soW der 
GrundriB einea TeFrneders aeiu, bei welchem die Fliiohe AS G gleichseitig 
uod die ï"lache BCD gleichschenkelig ist mit B, G oder D fils Spitze. 

2 Es ist ein regeltuEÎBiges Tetraeder abzubildoD, von wolchora dei- 
GrundriB einer Dreiecksflacbe und der AiifriS eines Eckpunktes diesor 
Fltiche gegeben sind. 

3. Es ist ein auf der Gruadebeue aufgeatelltes, normales Parallel- 
epiped naeh einem Quadrate zu schneideii, 

i. Es ist eÎD Ikosaeder so abzubildeD, daB die Verblodung'sgGrâde 
zweier gegeniiberliegender ïïckpunkte zur Grundebeiie normal ist, Man 
soll die Diag'onalbeleuchtuDg ansfiitren, 




Fig, JO 



4. Mil' manche AufgabQn'ist die Eiiifllhrung oinor 
neuenj uicht parallelen AufriBobene (oder Grunclebone) 
vorteilhaft. Ist Uu eineu Piinkt P durch soiuen GrundriB F' 
geheud der noue Ordner und auf diesem dio noue Projoktion JP^ 
gewahlt (Pig. 40), so ûndet man fur einen andoron PuukL Q die 
neue Projoktion Q"^ indeni man duroh Q' die Parallèle zuni 
erstgewahlteD Ordner P'P" zielit und auf dieser den Punkt Q*' 
so ermittelt, wie es dem Hohenuntersebieclo s des Puuktos Q 
liber odor unter P entsprioht. 

SoUen z. B. fur daa in der letztan Aufgabe (4.) erwabnto 
Ikosaeder die Sclinittpunkte mit einer Geradon g ge- 
funden werden, so wahlL man oino Ebeno, ■\velohe durob g gebt 
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uncl znr Grundebene senkrecbt ist, als neue Projektionsebeus 
(Pig. 40). Sio scbneidet das Ikosaeder in eiuor Figur, welobe 
in der nouou ProjektioD in wahrerï'orm und Grofîe ersoheint. 




.. "-.--.-.:_-..-. --.:i. .1-' ■ . - — --" /. 




Fig. 41. 



Die neue Projektion g^ de? Geraden ergibt sicb aus zwei 
passeiul'gewablten Pii,nkt6n A, B. Sie triiït die Sohnittfigur 
iu S° und y, woraus maii deu Grundrifi und den AufriB der 
Solioittpunkte S, T finden kann. 
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Soll die SchnittEigur des Ikosaeders mit einor 
Ebene gefunden werden, wololie etwa durch zwoi Horizon- 
tale hj und-7ijf gegûben ist, so wiihlt maii eino Ebone, weloho 
zu h seiikreeht ist, als ueuo Projektionsebene. Ânl dieser 
I erscheint die Ebene bloÛ als Grerade, weshalb sich die neuen 
Projektiouen der Schuittpuukte der Ebene mit den eiiizelnon 
Kantou unmittelbar ergeben. 

5. In jFig. 41 ist eine sogenanute HolzTerbindung mit 
Diagoualbeleuchtung abgebildet. Die einzelnen Balken 
haben aïs Normalschnitte Quadrate mit den Seiten 25 em, 
bzw. 20 om, wobei fiii- die Zeiohnung eineYerkleinerung von 
1/25 vorausgesetzt ist. Die ersteren sind sohon aufreohte, vier- 
séitige, konvexe Prismen; dio letzteren kduueu dni'oh Er- 
weîteriinguaob oben zu sohiefen, vievseitigen, konvexen Prismeu 
erg^nzt werden. Um die BelQnobtUQgsverhàltnisse dos naoli 
vorne g6b,eQden Balkens zu finden, sucbt man den Sohlag- 
schatten der Seitenkante^Pauf die Basiaebene, namlioh AP^. 
Die paralleleu Tangenteii an das Basisrecliteok ergebeii die 
zwei Seitenkanten, welche zuv Liohtgrenze gehfiren. Von den 
unbeleuohteten Elachen ist keiue sicbtbar. Der Schiagachatten 
der Basiskante PE aut die Grnndebene ist eino gleiohe iind 
parallèle Strecke (§ 8, s). Dieser Sohlagschatten g'obt aber 
bei ^auf die vordere beleuchtete Placbo des zweitou horizon- 
talen Balkens iiber und geht uaoh JE. Eiir diesen zweiten Balken 
ist die Seiteukaute BQ beniitzt. Piir das sobiefe Prisma er- 
gibt die Seiteukante CR auf der Ebene des Basisrechteokes 
den' Schlagsohatten pUg^ weloher hier in dio Seito dos Kecbt- 
eckes fJiUt. Daber siud die sohief ansteigendou Plâoben im 
Streifliobte. Piir das zweite schiefe Prisma ergibt die Seiteu- 
kante DS den Sohlagschatten DjS'si ^u welohemman dio paral- 
leleu Tangenteu an das Basisreohteok zn ziohen hat. Die 
Kante ET des aufreoht stebenden Balkens wirft noob oinen 
Schlagsobatton auf die vordere beleuoliteto Plaoho dos schielen 
Balkeus; er ergibt sicb ans dem Sohnittpnukte dev Spur dor 
Licbtstrabl ebene und der Geraden G'W. 

In Pig. é2 ist ein Yiertel einor Doppelankerplatte (im 
Ma6e 1 : 5 vorkleiuert) mit Diagonalbeleuobtung abgebildet, und 
zwar dor Aufrifi, KreuzriB (nur bis zum Schnitte s) und Ûb er- 
sioJitgrundriB mit Diagonalbeleuchtung von obon, 
ferner ein UntersichtgrandriB mit Dîagonalbelouob- 
tung v'oti unten. Der Sohlagscbatten P« des Punktes P Mt 
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gorade aiif (lie Kaute der unter tij^ aiisteigendon Ebene. Der 
SchlngschattenderKaiit6i2^z.B.gehtYon/S'iiacbi2g(Pio]-o2). 
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Plg. ■i3. 

Um die Ansc'liauliohkeit des Bildes noch zu er- 
hohen, werden stofflioh versohiedene Korpor oder 
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Bestaiiclteilo chiroh bostimrate Farbon'') gekeuii- 
zeiolinot. Naolidem naniHch dio BelBucbtungsverhflltnisse 
cUirch TusobolageD nacbgeabmL sind, wird nocb das Bild des 
ganzeu Korpers oder des betroffendeu Bestandteiles mit einor 
schwachen Lage der dem Material entspreobeuden Farbo llber- 
zogen (oiu Sobnitt mit eiuer etwas starkoreu Lage). 

*) Es -wird gewohulioh angedeutefc: 
Holz clurch Gummigutti mit gebr. Sïenna, 

GuBeisen „ graue Neiitraltinte mit wenig Berlinerblau, 

SohmiedeeîsBQ „ Berlmei-bl'au mit weuig Houti-altinte, 
Stahl „ Violett (Berlinerblau mit wenig Kai'min), 

Bronze „ Gummigutti, 

Steiu „ graue Kenfcraltinte mit gebr. Sienna, 

2iegel „ Êarnim mit Gummigutti, 

Damm „ Zinnobergriin, 

EiDsolinitt „ gebr. Sienna, 

Plateau „ Gummigutti. 
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- II Absohnitt. 
Kugcl, Zylînder, Kegel. 

UmriB. Schnitt mit eiuer Geraden und einer Ebene, 
BeleuchtuQg, 

§ 10. Polaritiit und Antipolaritat fUr Kreis iind Kugel. 



1. In bezng auf einen 
Kreis [0,ft] eotapricht jedem 
PuDkte P eiae Gerade ^, 
so dafî 

1. OPX^, 

2. OPXO^ = ftMst. 




In bezug auf einen Kreis 
[0, lc\ entspTioht jedem 
Punkte P„ eiue Gerade ^,i, 
so daQ 

1. OPn-L??n, 

2. OP„X 035„ = — 7eMst. 




"■|.' 'f ' 
3; I '^ ' 
il'"''" ' 



Dann heifit 

P der Pol von ^ und 

jï die Polare von P. 

Mr einen auBeren Puakt 
P ergibt sioh die Polaro j; 
als YerbinduQgsgerade der 
Beriihrnngspunkte 2^, 3}^ 
der Tangenten aiisPan den 
Kreis. 



Dann hoiBt 
P„ der Antipol von pn i-i»cl 
_23„ die Antipolare von P^. . 

Mir j e d e n Punkt P„ ergibt 
sioli die Antipolare ^,jj inclem 
mau' den za OPn normalen 
Halbmesser 00° = Je zieht, 
in 0° die Normale zu O^Fn 
errichtet; dann ist p,i im. 
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Fiir den ianeien Puokt 
P' ist die Pola're j/ die Nor- 
male in P zii OP. 



DiePolare eines u n ei g e n t- 
lichen Puuktes U ist der zu 
U normale Durohmesser. 
Die Polare des Mittel- 
punktes ist die uneigent- 
iiche Grerado îl Riickt der 
Punkt P auf den Kreis, so 
werdeu die Punkte Tj und Tjj 
bonachbarte Punkte und die 
Polare wird zur' Tangente. 
Die Polare eines Punktes 
Tdes Kreisos ist die Tan- 
gente t fUr diesen Punkt; 
der Pol einer Tangente i 



Sohnittpunkte P/i normal zur 
Geraden OFn. Die Anti- 
polare j)„ liegt auoii sym- 
metrisch zur Polaren p in bo- 
zug auf den Mittelpunkt 0. 
Die Antipolare eines un- 
eigentliohen Punktes Ï7 iat 
der zn OU normale Duroh- 
messer. Die Antipolare des 
Mittelpunktes ist die, un- 
eîgentliohe Gerade u. 



Die Antipolare*)' ein es 
Punktes des Kreisos ist 
die Tangente des diarnetral 
liegondon Punktes D. 



ist ibr Beriihrungspuukt P. 

Bewegt sioh dei Punkt P(P„) auf der Qev&deu p'{pk) 
nach Q{Qn) und fallt man von F'(FQ die Normale ([{Qn) 
auf OQ{OQn), wodurcli sich der Sohnittpunkt Q'{Qli) er- 
gibt, so ist 



OPQc^OQ'P' 
OP:OQ==OQ':OF' 
0FX0P'=0QX0Q' 
OQXOq^lS 
â. -b. die Polare von Q ist q 
und geht also durch P'. 



OFnQn<=^OQiPi 

VFniOQn-OQk'.OFk 

OFnX0F!^=^OQnX0Q^ 

'0QnX0qn=~1f, 

d. b. die Antipolare von Q^ 

ist Qn' 



Wenn ein Punkt F{Pn) eine Gerade besohreibtj 
so dreht sioh seine Polare^ (Antipolarei;») um don 
Pol (Antipol) der Geradon und nmgekehrt. 

Anders ausgeaproohen : 

Der Pol (Antipol) der Verbindungsgerade zwôier 
Punkte ist der Sohnittpunkt der Polaren (Anti- 
polaren) dieser Punkte (Bresse"). 

*) Die Antipolaritat in bezug auf don K^ois [0, Je] iat eigféntUoh 
die Polaritat m bezug auf einen Zreia mit dem Mittelpunkte und 
einem imagioarea Halbniesser k-i. . ' 

Sohmid, DfirsteUende Gaornetrie I. _ . 5 ' 
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Punkte, voti welchen jecler , Gerade, von ^\'eicbell jecle 
auf der Polaren des anderen durch den Pol der andereu 
liegt, lieiBeu k o ii j u g i e r t e geht, heiBon konjugierte 
Punkte. G-erade. 

Konjugierte Durcbraesser dos Kreisessind zueinaiuler 
normal. 

3. Sind zweiStrecken^Ouud^Dgegeben undsuchtmau 
den Halbieruugspimkt der Strecke GB, so beiBt die Strecke 

,^ AG+ÂD 
A0=^ 2 

dag aritbmetisobe Mittel fUr AG und AB. 

Zeiobnet man iiber GD als 
Durcbmesser oiiien Kreis und ziôbt 
mari ans A die Berlibrungstrecke 

AT, so ist 

ÂT='\fAGXAD ■ 

das geometrisobe Mittel imiAG 
und AD. 

Die Normale von T auf GB oder die Polare des Punktes A 
in bezug auf den Kreis scluieidet GB im Punkte B. 

^^""'^' - . TBXÂO = JT\ 
Duroh Einsetzeu der obigen Ausdriicke wird 
AGXAB 




Fig J3 0. 



AB = 



AG+AB 



2 



uud 



1 r 1 



AB 2 



AO ' AB 



Die Strecke AB heiBt das barmonisobe Mittel fiir AG 
und AB. Der Puukt B IieiBt der vierte barmonisobe 
Punkt zu A in bezug auf G und B. 
Esistimmer AB<AT<AO. 

Besoudere Fiille: Der Halbieruugspunkt eiuer 
Strecke GB ist der vierte barmonisobe Punkt zura uneîgeu't- 
liobeu Punkte U der Geraden in bezug auf die beideu End- 
punkte G,B. Riiokt J^ nacb G, so kommt auob'der vierte 
barmouiscbe Punkt B nacb G. 
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Wercleu die vier harmonisohen Punkto orthogonal auf eiue 
Ebeiie projiziert, so eïgebeu sioh wieder vier harnionischo 
PuuktOj da jede der drei Strocken AB, AC, AD mit dem- 
selben J?aktor inultiplîziert wird, wobei der obige Ausdruok 
ungeandert bleibt. 

3. Dreht mau die Fig.iBa «m die G-erade OP Uûd zwar 
nmden'WiukeljrjSO entatehtaus demKreiso eineKugol[0, ^], 
ans don Tangenten PTj und FTjj der Beiilhruugskogel 
des Pimktes P (fiir eiuen unoigentlichen Puukt Pw der JBo- 
Tuhruiigszylinder) an die Kugel, ans den Bertilirungs- 
pniikten 2^ und Tjj- der zugehdrigeBeruhruugskreis und 
aus der Polaren p die zu OF uormale Bbone tz dièses Be- 
Tixbruugskreisos. Man nenntPdeu Pol der EbenoTzuudjr die 
Polurebono des Punktes P in bezug auf die Kngel [0, Zc], 
Die Polarebeoert' des innoren PunktesP' gobt. durcb ^j'iind 
isfc normal zu OF'. 

Die Polarebeue eiues uneigontlicheu Punktes isL die zu OF 
senkreohte Diamotralebene. Die Polarebene des Mittelpunktea 
ist die uueîgentlioho Ebene. Riickt der Punkt P auf die Kugel 
selbst (uacb C=T), so wird dioPolare^ ziir Tangente if flir T. 
DurcbDrehurig dieser Tangente entsfceht eineEbene, weloho also 
dieTangenten aller durchygehondeu Schnitte der Kugel enthalt. 

Aucb bei einer beliebigen J?iaohe liegen die Tan- 
genten an aile dnroh einenElaohenpunkt Tgehondon 
Linien der Elflehe im allgomoînen auf eiu'erEbeno. 
DieseEbeue heiBfc âieTangeiitialebene-e (ter Flaclie und 
T heifit ibr Boriiliruufçspunkt. Die Gerade, wolobe ini 
Beriihruugspunkte T zur zugehôrigeu Tangontial- 
ebene t normal ist, heifit die Fiacheiliiormale fiir T. 

DiePolarobeue einesPnnktes der Kugel ist dibTangontîal- 
ebene; der Pol einer Tangentialebene istihrBeriihrnngspunkt, 

Wenn der PunktP die Gevade^'besohreibt, so dreht sich 
die Polarebene uni die in F' znr Zeicbenebene normale Ge- 
rade r. Solche G-erade wie^' und r bojBon Pohtrgorade. 

Es ist hier 

OFXn , ,p'Lr 

OFXÛTt^lc^ ""^^ Op'XOr = lc\ 

Von der Eig. 43 b kommt.man in gleicherWeise zur Anti- 
polaritiit in bezug auf die Kugo'I [0, h]. 

Legt nian dnroh F ein'e Ebeue, welcbe die Spur e^ bat 
(Figrié) und zur Zeicbenebene senkroobt ist, so sclmeidot sie 

5* 
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II. Kugel, Zylinder, Kege!. 



die Kugel iu einem Kreise mit dem Durohmessor C^^D", deu 
Kegel ÎD zwei Erzeugûnden FT^ und die Polarebeno n in 
eiDer Geraden ^(,, welohe ia P" zu e„ senkreoht ist. Die Dm- 
legnng dièses Sohnittes ist in derFigurgezeichuet. DanunPo 
der vierte harraonische Punkt zu P in bezug auf 0" und D" 
ist, so ergibt sich: „Auf allen Strahlen durch eineu Punkt P 
liegen die vierten barmonisolien Puakte zuPin bezug auf die 
Schnittpunkte G^ und D° des Kreises auf der Polaren p." 
DurohDrehung derPigur lâBt siob derSatz wieder autdie 
Kugel ubertragen. 

„Auf allen Strahlen durch eineu Punkt P liegen die vierten 
harmonischen Punkto zu P in be- 
zug anf die Schnittpunkte 0°,und 
Z)" mit der Kugel auf der Polar- 
ebene n;," 

Piir den besonderen Fall, dali 
P ein uneigentlichor Punkt ist, er- 
gibt sich: 

„Zieht man zu einem Durcb- 
messtjr eines Kreises (einer Kugel) 
parallèle Selinèn, so liegen die 
Halbierungspnnkte dieser Sehnen auf dem konjugierten Durch- 
messer (auf der konjugierten Diametralebene)." 




§ 11. Umrifij Machenpuiikt, Tangentialebeno, Plttchen- 
normalej Beziehung tw einer Geraden. 

h Die BerUhrungslinie des von den berithreilden 
Sehstrahlen gehiideteu Kegels oder ZylindersheiBt 
derwahreUnirifiderPUché, PUr eine'konvexeFlKoheistor 
die Grenze des siohtbaTen; und unsichtbaren Telles deï Piaçhe,' 

DieSohnittlinie diesesKegols ode'r'Zyliuders mit' 
der Projektionsebeue beiBt, der scheiubare UmriB. 
Dies--^- ist ns- .-'-(-'i d'r P-Vlî'i.V,! .: -^ -Mr. i, rm-'-.-i- 

D,.- '^.i I"; l.i'i ir- . .1 .-1 ;<!.■,. > .' ■ It- ■i...i':--':-(i-.M- .!■'■■ 

yon (,'■" !■■'■ 1.II---I h!i Si-i - I ■■! .-..I;!' n i.-n l);., .k< .;. ^. :',.- 

liegt.'. if :h,i l''i|..- i-i ii.- :;■•■ .v< i|.i 

P"! ■ ''I ! :"i,- j(' j- kl i;>" !•■ 

Kugel i;-rH'ii.! -i.ig-îh^ ., * -..■.• .. j 
strahlen .-!■:»:! r;c i Dr.-'/-.' ii- !s. ,. .- , ,. 
Kugel,,-. ,i",i-r ji ,," d • IV,'< -..n;- d- 
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pxmktes, also auf cler zu deu Sehstrablen normalen 
Diametralebeue der Kugel liegt. 

Piir Orthogonalprojektion wird dièse Ebene zur .Pro- 
jektionsebene parallel. Bev Schnitt des Sehstrablenzylinders 
mit dei' Projektiouaebene ist daher ein kongrueuter Krois. 

fUr Orthogonalprojektion ist der sob.einbareUm- 
ri'û einer Kngel ein Kreis mit der Projektiou des 
Kugelmittelpuiiktes als Mittelpunkt und dâm Halb- 
messer der Kugel als Radius. 

Ist nun eine Kngel duroh ihren 
Mittelpunkt 0(0', 0") nud ihren - 
Eadius r gegeben (Fig. 45), so 
kounen die UmrissefiirGrund- und 
AnfriB sofort gezoiohuet werden. 
Der Aufrifi des horîzontalen Um- 
rifîkroises fâUt in die Horizontale 
y" duroh 0" und der GrnndriB des 
vertikalen LFmrilikreises liegt auf 
der Horizontalen y' duroh 0'. 
Man kaun sich die Gtrund- und 
AufriBebene zunaohst duroh den 
Mittelpunkt gehend denkon. Da 
wiirden die beideu UmriBkreise 
sicbd.'îA-n. "n.-iYr ..■':.^l"il'.l;-■ 
Grun(î■i•■.•!' - nni i".': S "C'L'- O 
nimm; ;!) -n -i ■■ ,v-.\ 'li- ■ -lii- /.a, " 
Lagen j/' und y" an, 
' ' 3. Fiir jede FlEobe ist zunaohst Fig. 4b. 

die.Aufga'be der Inzidenz von 

Punkt und Plâohe zu loson. Bis soll also auf die 
■ Kugel ein Punkt T gelegt' werden*). 




*) iur jeâen Punkt T{œ,y^i!\ der Kupel, bezogon auf das diirch 

den Mittelpunkt gehende Achaensystera, ist 

œ^-i-î/' + ^^ = rS 
woinit nian die (Sieichung der Kugel goEunden hat. Dividierfc 

■ man die Gleiehung diirch )■' und baaohtet, daB ~-. -^, '— die Kosinna der 
, . ' »•)■'*'. 

Wmkel «, B, y sind, welohe der Radius des Punktes T mit den Aohaen 
biidet, 80 flndet man, daB , ' 

ooa tt'^ + cos /9'' + cosy' = l, 
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Ba kaiio eino Projektion z. B. T" gowÉililt worden; man 
soli (lie aiulere Projektion, deu GrundriB, finden. Duroh T" 
ist dor ziir AufriBebene normale Sehstrahl v bestinimt. Dieser 
schnoidet die Kugel in deo zwei moglichen Pùnkten /S'uud T. 
Es liegt also eiueAufgabe 2, Grades voi'j wolchemitLineal 
uud Zirkel gelost werden kann, Man logt (Fig. 45) durch 
den Sehstrahl v die Ebeiie, welche znr Gnindobene 
parallel ist. Sie schueidet die Kiigel m oinom Kreisc, dessen 
AufriB die duroh T" gehende, horizontale Sehne des UmriC- 
h-eises ist. Sein GrrundriB hat die balbo Sohoe als Eadius 
und 0' als Mitteipunkt. Er schueidet deo Ordnor dcsPunkteg 
T" iii deâ Gnindrissen S', T. Man kann auoh duroh y 
die Ebene legen, welche duroh den Mitteipunkt geht. 
Sie sclineidet die Kiigel in einem GroBkroise. Legt man 
die Ebene anf die Ebene des yertikalen UmriBki-oisGS nm, so 
kommt der GroBkreis mit dem Unirifikreise ziir Dookung. 
Der unigelegte Sehstrahl y" ergibt die Unilegnngen S*\ 2"* 
der beîden Scbnittpunkte. Daniit ist die Strecke gefunden, 
nm welche die Pnnkte j?, T hinter, bzw. vpr der Ebene des 
rertikaien XJmrîBkreises liegen. Duroh IJbertragen dioser 
Strecke anf den Ordner des Punktes T" von y' ans erhalt 
man die Gniudrisse ;S", T'. 

"Wenn T" den soheiubareu tfmriB einer Flache 
(in einem gewohnliohen Punkte) uborschroitot, 
werden die Schnittpunkte dos zugohorigen Seh- 
■strahlos mit der FlJiohe paarweise imaginitr. 

3. Flii einen Pnnkt T der Kugel ist dio" Tan- 
gentialebene t zu konstruiereo. 

Die Tangentialebeue der Kugel ist zum Radius 
des Beriihrungspunktes senkreoht. 

Legt man in S^ und T" die Tangenten s", t^ an den um- 
gelegteii GroBkreis (J?ig. 45), so ist ihr Schnittpunkt 1\ die 
Spnr der Tangenten s, t auf der Ebeno des ÛmnBkroises. 
Zieht man nnn duroh T^ die Normale zu 0" T", so orhiilt 
man die Spur i, der Tangentialebeue x fiir den Puukb T 
(und der Tangentialebeue o fiir den Pnnkt S) dor Kugel 
auf der Ebene des Umrifikreises. lu gleioher W"eise ergibt 
sich die Spur t. iDa muB der Schnittpunkt tou t^ mit der ' 
florizontaleu i/' und der Sohnittpnukt von ig-mit dor Hori- 
zontalen y" anf einem Ordner liegen. Aus dieser Konstvuk- 
tion ersieht man: 
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Die Spur eiuBï Tangentialebene einer Kugel 
auf der Ebene dos UniriBlci-eises ist die Polare der 
Pïojektion des Beruhrungspuiiktes. 

Wenn eiu Punkt P den Sehstrabl v beschreibt, so dreht 
siob die Pôlarebene um die Gevade ig. Dièse Polarebenen 
haben also auch t^ als Spur auf der Ebene des UmriBkreisos, 
(Die Spur t^ ist die Polargerade des Sebstrables v.) 

Die Spur der Polarèbeue eiues Punktes in bezug 
auf die Kugel auf der Ebene des Umriiikreises ist 
die Polare der Projektion 
des Punk tes. 

Der zum Beriibrungspunkte 
y gehcirige Radius ist die 
î'iacheunormale der Kugel. 
Der nacb auBen gebende Teil 
derselben ist bier, wie der 
Punkt T selbst, im Grund- uud 
Aufrisse sicbtbar. 

4r, Bezieliung der Kugel 
zu einer Geracien. 

a) Es siud die S oh ni tt- 
punkte einer Geradeu r 
mit der Kugel zu suchen. 

Man legt durcb die Gerade 
r eine Ebene, z, B. eine solcbe, 
welobe zur AufriBebené normal 
ist. Sie'scbneidet die Kugel in 
einem Kreise, weloher im Auf- 
risse als Sehne des Umrifl- 
kreises ersobeint. Durcb Um- 
ieguug der Geraden und dieaea 
Sobnittkreises auf die Ebene dos UihriJikreises (Fig. 46) erbUlt 
man die TJmlegungen fi''' und T» der beiden Schnifctpunkte, 
woraus man ibreu Aufrili und GrundriB finden kanu. 

/5) Es ist zu einer Geraden jj die Polargerade r 
zu fîarlen. 

Mau sucbt die Schnittpunkte P^ und P^ der Geraden p mit 
den Ebenen der beiden UmriBkreise. Die Polare von P^ in 
bezug auf den ersten UrariÛkreis ist die Spur der zur Grund- 
ebeue normalen Polarebeno des Punktes P^ in bezug auf dio 
Kugel. Dièse projizierendePolarebene muB die Polargerade r 




Fie- ifl. 
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etîthalten; daher ist joue Poiaro sohon der GrrnndrîB r' der 
Polargeradeu r von ih Ebeiiso ist die Polare von P„ m 
bezHg auf deii zweiten UmriBkreis der AiifriB r" der Polai'- 
geradeurvonjî. Maulegtnuii durohrdieHlHsobené, ivelche 
znr AufFÎlÎGbene normal ist. Sie schiieidet die G-erade^ iu 
eioem Puakte B und die Kugel in einem Kreise. Die Ebeue 
legt man aiif die Ebene des IfmriBkreises um und zielii danù 
ans dem Punkte R^ die Tangeiiten au den SohMittkrois. Die 
Yerbinduugsgerade der Beriilirungspunkte S°, T° ist die Um- 
legnngr^derPoiargeradenr. DiePunkto jS', y, fiir welcho 
man sofort die Pxojektionen S", T" und 8', T' finden kann, 
sind die Schnittpunkte der Polargeradon r mit der 
Kiigei*). DiePunkte (^und y liegen auf der oberu Hiilfte 
der Kugel, daber ist die Gerade r im Grundrisse gloiob bei 
der Ein- uud Austrittstelle siohtbar. Der Punlct ^liegt 
auf der riiokwartigen, Tauf der vordoreu Haifto der Kugel; 
dahei wird die Gerade r imAufrisse nicbt boi^S^j sondern erst 
beim Umrisse siohtbar. 

y) Es sind die BerUlirungsebeuen »U3 eiuer Ge- 
raden j) an die Kugel zii legen. 

Die eben gefundeuen Puukte 8^ T sind sclioii die J3e- 
xiihruugspuukte der zwei durchjj gelienden Boriihrungsebsneu. 
Die Spuien auf der Ebene des ersten TJmriBkreises sind. die 
von Pj zu 0'8' nnd 0' T' gefâllteu Normalon; die Spureu auf 
der Ebene des zweiten TJmriBkreises sind die duroh P„ gelien- 
den Normalen zu 0" 8'^ uud 0"T". 

Bine Gerade mît reellen Sohnittpunkten gibt imagi- 
nSre Berlihrungsebeuen uud eine soloho mit'imaginiireu 
Sohnittpunkten réelle Beriihruugseboneu. 

5, Durch Beweguug einer Duroh Beweguug einerGe- 

Geraden langs pinerLiuie, so, ' i i !■■ i"i! ; - ii.--- Tii'i-, *..■.;'■!'' 

daB sie stets parallel bleibt, -■i.-.. m. i ■(■!!; ii ,;■ I'i,î-K ,.-!i. 

entsteht eine Zylinder- ■ :i -if -r . K".,";'. " ." .■ ■h;, 

flàche. Die eînzelnen D'-î ■ 'i '. 'n- .' I.i;:;:i 'î--i ()■- 

Lageu der Geraden heiBen i. ..■:■■ "l;- - i',i/. u;;-' ■.',„■■ -.î,,! 

Erzeugende, , i'rl-i l..-ii'.! ci' Shi /r. 

Ist die Linie eiu Kreis, so I- ..i- I."- .i- ■■.-■i K' -i- ^ . 

heiBt dip "F^'ïifiip .. K"''pi«7v!i'i- '-, '^,\ d .> l-':.i -L ■ ., N , ^k- .-. ! ■ 



*) A ei" 'I ■! . ' n: '/ 



so orhai li.'i ■ -.w. yi.a....ii-.u:,j ^Ji:,.l.L .ui p .,u\i t. 



l!l il '.-P , 'I- ^Tl ■■Kl 
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cler" und zwar normaler 
(aufreohter) oclersobiefer 
Kroiszylincter, je uachdem 
die Erzeugeiideu ziii- Kreia- 
eboDQ normal siod oder schief. 



und zwar normalei (auf- 
rechter) oder sohiefer 
Kreiskegol, jenaohdem die 
Yerbindungsgerade desKreis- 
mittolpuiiktes mit der Spitze 
zur Kreisebone normal ist 
oder gobiof. 
Der normale Kreiszylinder und der normalBKreiskegel ent- 
steben auob durcb Drehung einer Geraden, wolobe zur Dreh- 
aobse z parallel ist, bzw, sie \inter einem Spitzwinkel ^ scbnoidet, 
wesbalb sie auob Drebzylinder und Drehkegel beiBeu, 
JederPuukt derGreraden beaobreibt dabei einen Parallolkreia. 





Fig. i7. 



Flg. 48. 



Ein Drehzylinder und ein Drebkegel, fiir wolohe die 
Drebaobse z zur Grundebene normal ist, siud in ï'ig. 47 und 48 
abgebildefc, 

Zwei benaohbaite Erzeugendo e bestimmen eine Tan- 
gentialebeue, wslo'he die l'iaobon lu allen Piinkten 
von e b^riibit. Die berllhrenden Sebstrablen ' liegon auf 
zwei Tangentialebeneuj welche zur^AufriBebone normal sind. 
Ibre Berilhruugserzeugenden bildbn den wabron Um- 
riC der Fiacheu, die Projektiouen diçsor Erzeugendeu den 
sobeinbaron XJmriB. .' ' 
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Hat mau fur eiuen Flaohenpunkt ^ wiedor don AufriB 
T" gewàhlt, so miiB der GrundriB T' beim Zylindoi- axif 
dam Gnindkreise liegen; er -evgibt sicli aiso schon durch 
eiiieii Ordiier. 

Durch jeden Eljioheiipunkt T goht oiiio Er- 
zoiigeude nud eiu Parallelkreis. ffUr don Kegol kaiin 
mail daher T fiadeu, iudem man ontwoder durch T" den 
AtifriB e" der Erzeugeuden zielit iiad ans E^ den ÇrrundriG e' 
fiodet, atif welobera T' liegea muB, Andorovsoits kaun man 
durch T" die Horizontale ziohen, wolche don AufriB dos 
Parailelkreises vorstellt. Dor GrundriB des Parallelkroises 
bat M' aïs Mittelpuiikt und M" T'^ als Radius. Auf ihm er- 
geben sicb durch den Ordnei zwei môgiicbe Pniikto T'. 

Die Taugentialebeue t fur den Puiikt T hat beim 
Zylinder dio Tangente t^ bei 2" an den Grundkrois und boim 
Kegel die Taageute ^^ bei E^ au den Grrundkreis als Spur. 
Die J?lachennormale îi kaun fiir den blinder aïs Kadius 
TO UDuiittolbar in dor Abbildung gezeichuot worden. Boim 
Kegel kanu die Plàchennonnale fiu" den Punkt T^^ derUinrjB-' 
erzeugendeu unmittelbar gezeiohuet worden. Sie schneidot die 
Drehachsein einem Punkto 0, durch welohon auoh dio PlEchen- 
uormale des Punktos Tgeben muB. 

fîine Gerade ergibt zwei SchnittpunkLo. Um dieso 
zu finden, legt man durch dioGerade^ eine Ebono, wololiofiir 
don 2yliuder zn den Erzougondon parallel ist. ' Sie schneidot 
den Zyliuder in zwoi Erzeugeuden, auf wolohon sioli dio 
Puukte R und 8 befiuden. .Boi der Austritts telle S ist die 
Gerade im Aufrisse noch uusicbtbar. Beim XCegel legt man 
durch die Gerade g eiue Ebeuo o, weloho duroli die Spitzo goht, 
indem man durch 8 eino Gorado p parallol zu g ziohfc. Die 
Verbindungsgorade dor Punkte Q^ und P^ ist dio Grundspur s,, 
Sie schneidot den Grundkrois in A^ uud B^, Die JQbone a 
schneidot den Kegel in den Erzeugendeu A^8 und 3.8, 
welcbe auf ^ die Schnittpunkte Q uud R liefern. Beido Punkte 
siud im Gruad- und Aufrisse sichtbar, also auch die Gerade 
gleiob bei der Eintritt- und Austrittstolle siobtbar. 

Ùbuugsaufgaben: 1, -Ea siud die acheinbnron Umriflse der 
E,ugel zu Buchen, welchq 

«) durch vier gegebena Punkte j9) vier gegobone Bbenen'be- 

geht (einemTetraeder umschrieben riihrt (einem Tetraeder einge- 
ist) [ILoflungJj schrieben ist [ë Losungen]; 
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y) durch drei gegebeoe Puakte (f) drei gogebene Ebenen be- 

geht iind eine.gegebene Ebeoe be- riibrfc und durch einen gegebenen 

riîhrt [2 Loaiingen]; Punkt geht [8 Loaiingen, 2 oder 

p réelle]; 

e) durch drei Punkte geht iind Ç) drei Ebenen und eiuB flerado 

eJQe gegebeno Gerade beruhrt beriîhrfc [8 JJOflungen, hoohstens 

[9 Losungen]; 8 Paai-e reell]; 

tj) drei Gerade emer Bbene und -ô-) drei Gerade, die durch eineu 

eine auBerhalb liegende Gerade Punkt gehen, uad eine nioht durch 
beriihrt [8 Losungen]; den Punkt geliende Gerade be- 

riihrt [8 Losungen]; 

/) vier Gerade boriihrt, die ein windachiefes Viereok bilden [SLÔsuugon] ; 

x) durch zwei gegebepe Purtkte geht und zwei gegebene Bbonen be- 
riihrt [4 LSsuDgen]." 

2. 2wei Punkte v^l, S und eine Gerade g sind gogebon, îlan be- 
sUmme ein Rechteck, welehea AB als Dingonalâ besitzt und einen 
dritten "Bckpunkt auf der Geraden g hat, 

3. Zwei ïïbenen a, ji und eine Gerade^ aind gegeben. J\Ian lege 
durch g eine Ebene e, welche « und jS' in zwei zucioander normalen 
Geraden schoeidet. 

41 Zu einer Geraden, welche die Kugel in reellen i Punkten 

sohneidet, ist die Polargerade zu konatruierea. 

5. Bin Punkt P nud zwei Kugeln [M, r], [JV, s] aind gogeben. 
llan aucht Ebenen, welche durch P gehen and beide Rugoln beriihren. 

6. Es sind drei parallèle Gerade im Grund- und Aufriaso ge- 
geben. Itan suche die Achse eines Drehzylindera, welchor die drei 
Geraden als Erzeugende besitzt. 

7. Es sind drei Gerade e, s, t gGgeben. Jlan aoll die Achse 
eines Drehzylinders fluden, welcher die Gerade e ala Erzeugende und 
die beiden anderen Geraden als Tangenten besitzt. 

8. Es sind vier Gerade a, &, c, à gegobon. Man soll orne 
Gerade findeo, welche zu cl parallel iat und von a, &, c gleiohen 
Aba_^tand hat. 

9. Drei parallèle Gerade rt, h, é und eine dazu wiudaehiefe Ge- 
rade d aiiid gegebeu, Man suche eiuen Punkt P, dor vpn n, &, o 
und d gleichen Abstand hat. 

10. Zwei windachiefe Gerade a und h sind gegobon. 

«) Man aoll ein gleichaehenkligea Dreieck von gegebenor Baais 
und H8he finden, ao daû die Baaia auf der einen Geraden und dio 
Spitze auf der anderen Geraden liegt. 

S) Man aoll Gerade finden, welche a und & achneiden, mit a don 
"Winkel k bilden und zwiachen a und h die Strecke 3 enthaltén. 

U. Durch einen Punkt P sind Gerade zu Icgen, welche von zwei 
windschiefen Geraden a und h bestiœmte Abstande haben, 

12. Auf einer Ebene e sind jone Geraden zu suohon, welche von 
zwei auûerhalb der Ebene gelegenen Piiukten jI, B gegebene Ab- ' 
alânde o, 6 haben. _, 
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§ 12. Schiefer Sehnitt einea norinalen Itrelszyliudors. 

Ein normal or JCreiszylinder (Drehzylinder), 
tleagen Achse vertikal ist, iind eioe zur Aufrifiebene normale 
Ebene, welclie mit der Zylioderaohse don Neignngswiukel a 




bildet seieu gegeben. Die SohnittU'nie doa Zylin tiers mit 
der Ebene soll untersuobt werden. ■ ' > , 

1. Der Aufrifi der Sbhnittlibio m'e 4P1 i«*- ■di'^ 

Streoke AjÂ„, iveHo auf cTer Spm^ e„ /.\ih-:.. (;,.,. [■ î. 

erzeiigeDdeuliegfc. Dot O-rnndri'^ drr ^.'h ■ i i..i '.- 

Kreis [0',rl Es - •■■■ .i. - h- v..' '■■ 



\\ i,r.. 



v.--.'-n' ; h 
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Drehzylinder laugs je eines Kreises beriihren*). Unter clieseii 
siad zwei, welohe auoh die Ebene beriihren. Die scheiubarea 
Dmrisse der beidon Kugelu sind dio Kreise^ welche die Um- 
rîBerzeugeaden des Zylinders und die Spnr e^ beriihren. Ibre 
Mittelpnultte Oj ^^^ Qzf srgeben sich duroh ÏÏalbieren der 
"Winkel bei Aj und Ajj. Die Kugeln beriihren deu Zyliuder 
lïings horizontaler GroDlireise und die JBbene in den l^'uB- 
punlcteni^^und^jjderNormalenausOjUadOjQ-auf dieEbenea, 
3. Mn beliebiger Punlït T der Sohnittlinie ergibt sich 
als SchnitfcpuDkt der Ebene mit einer Zylindererzeugenden; 
seine Projektionen aind T" (auf e^) und T' (auf dem G-rund- 
kreise). Die JBrzengende sohueidet die obonerwahnten Be- 
riihrungskreise in den Punkten J uud K, Verbindet man T 
mit -Pj und Fjx, so erbîllt man Tangenten der beiden Kugeln. 
Die Berilbrungstrecken aus einom Punkte T an eine 
Kugel sind einander gleioh, Eaist also 



TFx-\-TFjj^JK=GU. 

Dièse Summe ist so grpii wie die Strecke, welche auf allon 
Erzeu'genden zwischeu den Bertihrungskreiseu Hegt. ^^v den 
Punkt A^ ist A,Fj-\-AjF,,^OB. 

Nun ist aber 

AjFjj. = ^jjr-Fj, also AjAjj- =• Q-H 

' """* , T^i + T^ix^^xAr (1) 

, ' 3. Die Taugente t der Solihittlinie ist die Sclinitt- 
gera^e der Ebene e mit der Tangentialebene des Zylinders 
fiir T.' '.Dië schueidende Ebene ist aber die Berlihruùgsebeiie 

,,d'ér Kugel [Oj, r] flir den Punkt Fj und die Tangentialebene 
ili"' Z\".iii-'oi-- !',.'• T is, /, i^'.'ic':, ■l;-- Boriibrungsebene der 
KiL'.-l ^(f.. r\ :.,,■■ l'.ii.i,- / 

y.'Ao'i li(-i--.lii--ii-g- I (• n':i 'l'i - ('nom Punkte y an 
cil'." K'iuM Ih-'Ii m 'i ,:-,, '^('. :■■■ tgeradon der zu- 
tt! Il >i ii;--". ii. I i;!ii I -p."--: 0-- ■'■' _'. .■he'Winkel. Ea ist 

"'-■' ■• rr- ■■ '/■/■ ..".I • r!\^t=<^TKt. 
N «. i'-i, ■ 7"./ ■ ri< 

■i Dit ()rrli/i-"i .■;.•:■ i..'. l'i . Kc • 'ii ;';,i' II.Bd,,| 8()), bei weloher 
'u' Mrttiji .!,'-{MliMi d'il- 'l'TJi'l.' i-i. 
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als Scheiteh'iukel, claher ist aiicli 

(2) <TFjf==<TFjj~t 

J?iii' dio Punkte T und Taugeiiten t àev Solinittlinio sind durcii 

die Beziehuugeii (1) uiid (2) die Brennpunktseigonschaften der 

Ellipse nachgDwieseii. 

i. Wàhlt nmn eine beliebige den Zyliiider Ijings eines 
Kreises beriihroudo Kugel mit dera Mitteipunkie und ver- 
schiebt maii die obenerwahuten zwei Kiigelii so lange, bis ilire 
JMittelpuiikte Oj mid Ojj iiacli kommen, so gehen die Piinkte 
Fj und Fjj^ iu dio Eudpuukte F des zur schiieidenden Ebene 
normalen Diirchmessers der Kligel (Pig, 49 b) iiber. Man kaun 
also unigokehrt die Puukte Fj und Fjj mit Hilfe eîner einzigen 
Kugel aus den Punktea F erhalteu. 

jjDer schiefe Schnitt eines normalen FCrois- 
zylinders ist eine Ellipse. Der Sobuittpunkt der Zyliuder- 
aohsemit der Ebene ist der Mittelpunkt der Ellipse. Der 
Normalrili der Zylinderaobse auf dio Ebene gibt dio Lage 
der groBen Auhse an. Dio halbe kleiuo Achse ist dejii 
ZylinderrAdius gleicb. Projiziert man die Endpunkto dos zur 
schneidenden Ebene normalen Diirolimessers einer boliebigen 
Beriibrnngskugel in derEiobtung derErzengenden desZylinders 
auf die Ebene, so erlialtman dieBrenupunkte der Ellipse." 

Aus demRadiusr des Zylinders nud doraWinkel d, wolcbou 
die Zyliuderachse mit der Ebeno bildet, orgibt sioh als balbe 
groBe Acbse, halbe kleine Acbse nnd ExzentnzitJit der Ellipse 

^^""sinT' ''' û = *'-ootga. 

Eiira=?r/^ivirdc=6. Eiuo seiche Ellipse beiBtgloicbseitig. 

6. Mv die TJmlegung der Schnîttellipse auf die 
Horizontalebene, welche durch ihren Mittelpunkt gobt, erhalt 
man zu 2" uud t' des Grundkreises eiuen Punkt T^ und die 
Tangente f" der Ellipse. 

TJmgekehrt: Durch jede Ellipse kann man zwei 
normale Ereiszylinder legen. Erriohtet man im Mittel- ' 
punkte der Ellipse eine Normale zu ihrer Ebene, triigt auf dièse 
die Strecke b auf und verbindot den Endpunkt F mit den 
beiden Brenupunkteu, ,so geben die Goradon FFj. und FKr 
die Achsenriehtungen der beiden Zyliuder au, welche wirklich 
die gegebene Ellipse als Schnitt liefern, weil die kleine Achse 
und die Breunpuukte Ubereinstîmmeii, 



§ 13. Normalor Schnitfc einos schiefeo JireiszyliQâera, 
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Jede Ellipse isf. mit dem Kreise [0, b] orthogonal 
perspektiv affin. Dabei ist die Affiiiitâtsachse die 
kleine Aciise und die Oharakteristik ô = alh. 



§ 13. Normale!' Scimllt eines schiefen Kreiszylîuders. 

1. Ein Kreis mit dem Mittel- 
punkt und dem Eadins r liège anf 
einer schiefen Ebene, ■\velche zur 
Aufriiiebene normal ist und mit der 
Grundebeue den Winkel e bildet 
(Fig.50). Der AufriB desKreises 
ist eine dem Dnrohniesser 
gleiohe Strooke. Die zur 
Grundebeue nornialon Soh- 
strablen, wolche den Kreis 
treffen, bilden einon schiofon 
Kreiszylinder. DerGrund- 
rifi des Kreises ist ein 
Novmalschnitt dièses 
schiefen Itroiszylinders. 
Xlm den GrundriB des Kreises 
nahei zu untersucbou, legt 
man den Kreis um den 
horizontalen Durohniesser 
AjAjj- um. Der End- 
punkt B des grnnd^ 
spurnormalen Duroh- 
messers bat die Um- 
legungjB'^unddiePio- t) 
jektionen 5', 5", wobei 

0"B" = r 
ist. Dieser Punkt S 
liegt um B"G" hôher 
als der Mittelpuukt 0. 
Aus einem beliebigen 
Puukte T^ des um- 
gélegten Kreises und aus, der zugohcirigen Tangente t^ erhiilt 
man den Puokt T' der Projektiou des Kreises und die zu- 
geborige Tangent.e i'untorBoacbtung der AffinitHt. Triigtmau 




Fig. BO. 
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den Hdheimnterschied B"G" von 0' aus auf den Darchmesser 
ArAjr auf, so erhalt inan zwbî Punkte ]Pj und Fjj, Nun fallt 
mau die Normalea FjSj und FjjSjj auf i^ uud die Normale 
FjN auf deu Halbmesser 0'ï'^ "Wegea der Gleiohhoit der 
"Wiakel ist nun das Dreieok 

0"S"G"^0"T"S" und O'T^'M^ O'FjN. 
Daraus folgb ,di6 Proportion alitât der Seiton der Droieoke. 

0"S" B"G" O'T"- ^ O'Fj 

Da die ersten drei Grlieder der beiden Proportionen Ubereiu- 
stimmen, so miissen auch die vierten Glieder iibereinstimmen. 
Es ist also 8"T"='NFj 

und daber der flohenunterscbied 

Nun ist rp.^^^TFj und T^'Fj^^TF^j-. 

Wegen der Gleichheit der Hypoténuse und einer Kathote 
ist also ^^s^T'^^F^ST W FjjSjiT''^Fj;^ST. 
Es muB dann auch die zweite Kathete ûbereinstimmen; 
es ist also ^^^^'_ y, _p^ und Sj,Fjj==r F^,, 

Mv das Trapoz*) FjSjSjjFjj- ist aber 
Daraus folgt 

(1) ■ rF,-^rFj,==AjA,,. , ' 

Die Kreise [Fj, FjSj], [0', 0'^^], iFjj,,FjjSji] sjnd por- , 
spektiv âbnlich mit È aïs Perspektivzentrum. Der Abnlioh- 
keitatrabliSÎ^'sohûeidet dièse Kjeise uuter glelohonWinkelu;;', 
er bildet ipit den Halbmessem, der Schuittpunkte denselbeU 
Winkel a, also ist 
<2) • , ^ ^FjT'Hj. = <FjjT:Éjj. , ' ' ,. 

*) Dia ligur, ^rr'JVrSrr'Sr bildet' daa Netz des Tettaeders, 
wplct-pi F- F <? ft'î {H-W-i.'Vr ns-l T p.Iî' «ji't/' '-t. l^tir daâDrei- 
ka' ' /' !-l i:i( *'iii' :iii' ; I' S -l'.e ,- ' ' 'i , 

.((■Kr S'-,il.. / / .;il s'Mid- '.jni, ! -, /■'£? denselbeh ^ 

Wii'k.l -A '.■ ■!■' un '!.i. m- 7 ■ ', 
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^t-(i^2. Durch die Gleichungeu (1) imd (2) sind fiir deu Grnnd- 
rifi des Kreises die zivei Breniipunklseigenschafteu einor 
Ellipse uachgewiesen. 

Der NorraalriC eines Kreises ist dio Ellipse, 
deren groBeAehse dieProjektion des spurparallelen 
Diirobmessers, deren Ifleine , Achse dio Projektiou 
des spurnormalen Durchmessera des Kreises ist iind 
deren EKzentrizitat demHohenunterschied des En d- 
punktes (les spurnormalen Durohmessers iind des 
Mittelpunktes gleich ist.^^ 

Es ist also a = r, & = r -cosfi, c = r- sin e und a^~&^=c^ 
Fiir £ = jï/^ ist « = ?-, h = o = rl^ j/2; der NormalriB wird 
also in diesem FaJle eine gleiohseitige Ellipse. 

Der Normalsohuitt eines sohiefen Kreiszylinders 
ist eine Ellipse. Der sohiefe Kreiszylinder ist also (bosser 
bezeichnet) eiu elliptisoher Zylinder*). 

Es ist auch umgekehrt aus dem Vdrangehenden zu ersehen: 
Jede Ellipse ist der NormalriByon gXcoïKreisen, 
Der elliptisohe Zylinder bat zwei Lagen von 
Kreissobnittebenen. 

Jede Ellipse ist mit dem Kreise [0, a] ortbogonal 
perspektîv affin, Dabei ist die AffinitS-tsachse die 
groUe Aobse.und die Oharakteristik ô = hja. 

Ans dem reôbtwinkligen Dreieoke O'MT^ folgt unmittel- 
bar die'Grleiohung der Ellipse: 



a>' + (yjj = a\ 



. 3. Da durob Fj, 0', Fjj parallèle Halbraesser der drei 
Kreise gehen und 0' der Kalbierungspuukt von FjFjj ist, so 
sind auoh JSj- und .^j die Halbierungspunkto dor Sebuen dos 
ersten und dritten Kreises. 

Die âtrecken^ifj und i^jJï^j sind daber die Hdhen zweier 
gleiohsohenkliger Dreiecke, also senkrecbt zu f. Daraus ergibt 
sich der Satz: 

Die EuBpunkte der Normalen aus den Bronn- 
punkteu einer Ellipse auf die Tàngenteu liegen auf 
dom Kreise, welcbor die groSe Âobse als Dnrcli- 
messer bat. 

*) T^'i ZtI; ^- ']'.•■ X;. l.,'i -.M <.i e Pnrabel bisw. Hyperbel 

ist, ht II iii ,i| ..| ■. ■||.,r !',■ A 11- ;.- .. Hohep Zylinder. 
Se! I I I, ■ . -, I i . -Il ■. fi 
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Dioser Satz liefert eine einfacho Konstruktion cler T&n- 
genteii ans eiiieni Fiinkte an eine Ellipse (Fig, 51). Man zeiohnet 
deii Scheitelkreis [0, a], feniei deii Kreis, welohor die Streoko 
vou F bis zu eiiiem der beidon Breiiiipunkte, etwa Fj-, als 
Durchmesser liât. Vorbiiidet man die Schnittpuiikto 11^ iind IT,^ 
der beiden Kreise mit F, so erbalt maii dio Tangenten s, l 
Yordoppelt man die Strecken FjS^ und FjII^ bis G^ und G^, 
so schiieiden die Geraden i^jjG'i, J^ji^^ die Tangenten s, t in 




Fig. 51. 




denBeruhruugspiiiikteniS', T. Ist eiu iineigentlichorPunktPco 
diirch eine Gerade g gegeben {Fig. 62), so isfc cler Kreis mit 
dem Diu'cbmesserP^ ei'setzt duroh die Normale von Fj- zu g. 



§ 14. Polaritat iiud Autipolaritîlt fiir die Ellipse, 

1. DuTcli die orthogonale Projektion (Affinitat) des ICreises 
geht die Polaritat und Antipolaritât ïu bezug auf don Kreis 
in die Polaritat und AutipolaritS-t fiir dio Ellipse liber. Es 
bleibeii dabei einige der friiber erwiihnten Eigenschaften er- 
halten; die Polarejï und Autipolare p^ siud abor nioht mehr 
zur Verbindungsgûraden OF normal. 

Fiir einen Punkt F evh'éh man 'die Polare p, indom man 
ans F die beiden Tangenten an die Ellipse zieht (Fig. 53) und 
die Beriihrungspunkte Tj-, Tjj vorbindet. Die Antipolare^Jn 
liegt daun in entgegengesetzt gleicliem Abstando von sym- 
metrisch zn p. Dabei ist 

OFXOF' = OC^ und OFXOFI,^-0G^ 



§ 1-1. PolaritfiÈ und Antipolaritat far die Ellipse. 83 

DiePolare eiiies iuiiereuPuuktesP'kann man erhaltGn,inclGm 
man durcli P' zwei Gerade %) and g^ legt, ihre Pôle P uud Q 
sucht;danu istdieyerbiiiduugsgeradePQdiePolarejj'voDp'. 
Auf jedem Strahle aus F ist auoh hier der Schnittpuukt der 
Polaren der vierto harmonisoho Punkt zu P in bezug auf die 
Schmttpunkte mit der Ellipse. Rixokt der Punkt P aiif dem 
Durchmesser Gj^Gjj-vas Unendliolie (Fig. 54), so wird die Polaro 
der zn GjGjj koujogierto Darohmesser DjDjj, welcher 
die Beriihrungspunkte der zu GjG-^j- paralleleu Taugentou ver- 





Fie. 68 Fig. U. 



bindet. Er haibiert die Sehnon der Ellipse, welcho zu GjGjj^ 
parallel sind oder'anders ausgedrUckt: 

Die Ellipse ist in bezug auf joden Durchmesser ' 
in der Richtung des konjugiôrteu Durchmesser s 
sohief symmetrisch. 

Die Ellipse besitzt ein Paar von konjugierten Durch- 
messern, welohe ziieinaiider normal sind: disse hoiBon die 
Achsen dér Ellipse. ' s 

'Die Ellipse ist in bezug auf jede der boideu 
Aohaen orthogonal symmetrisch. 

2. Durch die Âffiuitat mit den Kreisen [0,a] uud [0,1)] 
lassen sich uooh zahlreicheEonstruktionenutid Eigensohafteu 
flxT die Ellipse [0, a, &] ableiten. 

Nimmt man (Kig. 55) aul| dem Kreise [0, a] oinen Punkt 2\, 
so erhalt man den entgprechendon Punkt T der Ellipse, 
indem man den Abstand des Punktes 2\ von der AHinitiits- 
achse im Verhaltnisse hja teilt, Das gesohipht, indem man 
2\ mit verbindet uud durch den Sohnittpunkt T^ Von Tj^O/ 
mit dem Kreise [0, h] .eine Parallèle zur AffmitilLsaGhso a 
zieht.^ Geht man vom Punkte T^ des Kreises [0, h] aus, so 
hat,mau die gleioheh Linieu zuKÎeheu. DieTaugente t der 

-, 6* 



84 



II. Kogel, Zylinder, K^egel. 



Ellipse iiir y geht durch den Sohnitfcpuukt iï! von t^ mit a 
uod diiroh den Sohoittpunkt S von ^3 mit h. 

Es kano hier die folgende Aufgabo geiôst werden : 
„Die' ScIiûittpuDkte einer Ellipse [0, «, h] mit oinem 
koDzeutrischen Kreise [0, r] sind mit Lineal uud Zirkel zii 
koDstruieren." 

Denkt mau sicli (J'ig. 66) das zum Sohnittpuukte T ge- 
horige reohtwinklige Dreieck T^T^T uud dreht den Eadiup 
OTy naoh OA, so koBimfc T^ uaoh T^ uud yuach T\ Dieser 
PunktT" ergîbt sioh aïs Sohuittpunkt eines Kreisea, wolcher 
A T^ = a~b ala Duroiimesser bat, mit dera gegebenen Ki'eise 
[0, r], tîbertrÉlgt man deu Abstaud des Punktea voii der 
Geraden fl=T^T'^ auf die kleine Aohse uud zielit man 



f h4 -4r-t 




Pie. 65. 



Fig,' 60. 



durch die Endpuukte je eiueParallele f^ zur groBeu Aohse, so 
schneideu dièse zwei Paralleleu den Kreis [Ô, r] in deu ver- 
latigten vier Sohmttpvmkteu. 2u einer auderen Loaungsart 
fUKrt diç Kugel [0, a]. ' . 

tJbungsaufgaben: 1. Von einer Ellipse ist eine Aohae 'und 
ein Puokt oder eine Tapgente gegeben; die andre Achee iatza finden, 

2. Es aÏDd dio' gleiohen konjngierten Durohmeafler einer Ellipse 
[0, a, J] za suoheu. - . ' , 

3. Aus der Fig. 55 :-' ,1 id f.iL-! n.'. - 
Die Polare r, bzn \i n,,!; i-- r 

der groBen Aohse e 1 r r' i;..-.- 1 

Kreis [0)f^ ist ziiglci-i -h; j'J,'. 

des Puqktes^in bezug aal; die, Ellipse, 

Die, Polare, s, bzw. AntipoIaiQ s„ eines Pnnktes 8 
der kleinen Aohse einer EUip.se m bezug auJ! don 
KtBij^/O.h] W 7i;^l.-.ioli .:!.•?..:„..;. :,/M. AuLipolHTO 



/ 1 > 



'/V 



h.'i : 

."' .nktes It 
i„' auf de'p 
A iiiipolarei 



des 



J' Ml 



-/li^r ,.i,i .1 
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§15. Konjugierte Durchniesser einer Ellipse; AchseuboDstruktion. 85 

Nach dem Satze von § 10,1, dei auch hier gilt, kann nun 
leioht der Pol P einer Geraden j) konstruiert werden. Maa 
suoht (Pig. 57) fiir die Schiiittpun"kte R, 8 von p mit a, b die 
Polaren r,s\ ihrScbnittpunktPist der Pol vonjj. Siicht man 





Fig. 68,. 



(Fig. 58) fiir die Sohnittpuukte En, Sn einer Geraden pn '"it a, 
ô die Antipolaren r„, Sn, so ist ihr Sohuittpnnkt P„ der Anti- 
pol von pn in bezug anf die Ellipse [0, a, h]. 



§ LS. KonJHgierte Durclimesser einer Ellipse; 
Achsenkonstruktioii. 

1. Betraohtet man ,wioder die' Affinitât einer Ellipse 
[0, a, h] mit den beiden Kreisen fO, a] und [0, &1 imd zieht 
man in dieS eh Kreisen diezueinander senkreohtenHalbmesser 
OOj^, ODi, bzw. 00., OD^, so erhait man daraus (%. 59) 
zwei konjngierte Halbmesser 00^ e, OD^d der Ellipse. 

"Wegen Gleiohheit der, Hypo'tenusen und der Winkèl isÊ 
das reohtwinklige Breieck OXjO^^B^XjjO, Btiher ist 

' ' G,X,^OXj, und OX.^D.Xj,. ' 

Daraus foigt oZ^+'OZ/^^c^^, ' ,., ' 

. OY'^-\-or^^^'h\ .,'■■ 

Duroh Addition diesor zwoi Gleiohnngen ergibt sicih danu 

c" + cï V «' + 6". " (1) 

Dii je zwei reolitwiukligo Halbmesser des Kreises wie OC?, 

und OB^ kongniente njreieoke oinsoblièCen, so b'aben die 



JEbengo ist 



Projektionen clieser Breiecke, uamlioh die Dreiecko OGD 
gleiche Flache. Daraus folgt danu 
^2^ c£Ï sin {cà)'=a'b. 

,Fur ie zwei konjugiette Halbmesser einer Ellipse ist 
einerseits die Summe der Quadrate, audorseits ihr Produkt in 
den Sinus des eingeschlossenen Winkels koDStant* 




Fig. 69. - . 

Die ^lache der Jîllipse, welclie dieProjektiou des Kreises 
[0, fl] ist, ergibt sioh aus der Flaohe /"= «^ • n dièses Kreiaes 
duroh Multiplikation mit der Oharakteristik à = hja. Daher 
ist die l'iUche der Ellipse 

f' = ah-7i, 

3. Zieht man âarchj) eino Parallèle zU OD^, so entstehen 
zwei Parallélogramme und es ist 



§15. Konjugierte Diirchmesser einer Ellipse; AchBOokonafriiklion. 87 

Zieht mail duich D^^ dio Parallèle zu a und rturoh J)^ dio 
Parallèle zu ô, so orhalt man den Eckpmikt L eines Bccbt- 
eokes. Die zwoite Diagonale BL ergibt die Piinkte G; M. 
Du die Diagonalen dos Eechtookes gegen dio Achseii gleich 
geoeigt sind, so ist j)Q^OD,=a 
I)H= 01)^ = 1} 



Ubuugaaiifgabe: Von einer Ellipse ist eine Aehae (et oder h) und 
eîoPuQktZ) gegeben {§ H, a). Dièse Âufgabe kann hiei" ao gelcist werden: 
Kreis[jD, fl] gibt dieSchaittpuakte JS, (?; (\aiin iet Z>F = I>JI=h. Bzw. 
Kreis [A h] gibt die Scbnittpunkte JP, JT-, donn ist I)E = DG = a.^' 

Nun ist G,G^ = D^D^ = a-}) 

2^C=2^L = 7il^ und ^Oi = ^D, , 
weil die Schenkel dos einen Winkqls auf jeiien dos andern 
senkreolit stolioo; dalier ist das Dreieck 

Die^igur 00(7iO„konimt dnroh Drehungum^Tr/^mit OLB^D^ 
zur Deckiu^. Es ist also 00 gleich und seiikreolit zu OX. 

A" 





Fie. 00. Eig.fli 

Zieht man nooh durch O eino Parallèle zur groBen Âohse 
und duroh ^eine Parallèle zxir kleinen Achse, so ergibt sich 
ein Schuittpunkt iV, der auf ODj liegt. Allô Puukte N bildon- 
einen Kreis [0, «4-&]. Dabei sind zwei ahnlicho Eechteoke 
LD^DB^ und GNÉO entstanden. Dor Schnittpunkt TOn 
GH und OiV" ist der Mittelpunkfc M dos dem letztereu Eecbt- 

eoko unisohriebenon Kreises, welober den Radius il/"0 = --^— 

bat. Esiist daraus zu ersehen, daB man ans zwei konjugierteu 
Durcbmesseru wieder die Aobsen iîndou kann. 

£]rste K.onstruktion dor Aohsen einer Ellipse ans 
zwei konjugierton Halbniessern OC und OD (Fig. 60): 
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Mail zejchuet OL senkrecht und gleich clem eiueu d'or 
beideo Halbmesser, z. B. OG, verbindet L mit D und sucht 
den HalbiernngspuDkt M der Strecke.iD, Der Kreis mit 
dem Mittelpniikte i/und dem KadiusilTOsobuoidet danu dio 
VerbinduDgsgerade LD in deu Punkten und JS, durch 
welche die Achsen geheu, und zwar liegt die groÛD Aolise im 
Spitzwinkelderkonjugierten Durebmesser(§5,3,)'). Aufihr 
ist daun die Strecke OA = DG za maohen, wahrend auf dor 
kleinen Aohse die Strecke 05 = Z>-£rg6maoht wird. 

3. Zieht mau aucb noch durcb^eine Parallèle zur groBen 
uud durcb jf'eiae Parallèle zur kleiueu Aohse, so ergibt sioh 
ein SohiiittpunktP, so daB 0F== EF= a-h Ist, Aile PuukteP 
bilden also eiaen Kreis [0, a—b], Dabei ist derWinkel NOU 
immer gleich dem Winkel FOÉ. 



NuDist j^o = MN 
ML = J\ID 
(Scbeitelw.) ^ M= ^ M 
Dreieck OLM^NDM; 



OD=OD 
Dreieck ODL^BOP; 



daber ist QL^DN u nd OL # ^DP, 

d. b. die Pinikte A'iZJjPliegen auf einer Geraden, welohe zu 
0(7seDkTecht ist. Da die Tangente fiir D 2um Halbniessei- 
OCparallel ist, so ist die Gerade NDP die Normale des 
Puuktes D der Ellipse. , Man kann dahor die Normale ftir 
eiiien Puukt D der Ellipse durob bloBes Yerbioden mit dem 
entsprecbenden Punkte N des Kreîses [0, a + 6], bzw. mit 
dem Punkte 1^ des Kreises [0, a— &] selir einfaoh erhalton. 
Daraus ergibt si cb eine zweiteKonstruktion derAcbsen 
einer Ellipse aus zwei konjugierten Halbmessei'u 00 
und OD(.Fig. 61): 

Man faut Tom Endpunkte deseinen Halbmessers, z.B. Oi), 
auf den konjugierten Halbmesser OOeiuB/Normale und tr^gt 
auf ibr von'i) aus die Strecke 00 naob beiden Seiten hin auf, 
Die erbaltenen Endpunkte ^''uudP verbindet man mit 0. Die' 
beideu Halbierungsgeràden des.Witikels NOP sind dieHioh- 
tungen der Aobsen. Die Paralleien BD^ und DD^ m diesen 
Kiobtnngen geben in OB^ und OD^ die GroBen a und h der 
Halbacbsen.^" " ' , 

4. ^s seien wieder (Fig. 62) OQ,, OB^ 7.^à normale 
Halbmesser des Kroises [0, a] nnd OÙ, OB die daraus her- 
TOïgeliendon konjugierten Halbmesser dor Rlhpse \0,a,h\. 



T, 



§15. Eonjugierta Dui'chmeaaer einer JEllipse; Achaeokonstruktion. 89 

Ziehtmau die halbeSebueZTiTj parallel zu OG^ uod duroU 
die beiden Punkte K-^ , T, die Affiuitatstrahlen, so erhâlt mau 
zunachat auf ODden entsprechenden Punkte, durch welohen 
dann KT parallel zu 00 geht. Dabei wird die Sehne im 
selben Yerhîiltnisae verkleiuert Tvîe der parallèle Halbraesser; 
es Terbalt sioh daber HT-.H^T^^^OG: OG^==c:a. Suoht 
man niin wieder don Punkt L der Pig. 59 uud bezeicbnet iha 
mit D^i so ist OD3 der zu 00 senkrecbte Halbraesser des 
Kreises [0, c]. Dreht man den Kreis [0, «] iim deu Winkel d OG 
uûd verkleinert man ibn imVerbaltnisae c : «, so gebt er in den 
Kreis [0, c\ iiber, und zwar die Punkte 0^^, D^ in die Punkte 
0, -Dg. Aua S-^^ geht ein Punkt H^ bervor, den man auf OD3 
erhalt. iudeni man 
durob iTj eine Parai- ^ ii 

lele zu Z)jZ)a zieht. 
DasDreieck^^i^g 
ist perspektÎY ^hn- 
liob dem Dreiecke 
DD,D., also HH^ 
parallel zu DD^. 
Durch Jlg geht daou 
figTs parallel zu 00, 
so daB 

ist. Es ist also ifgTy 
gleioh und parallel Fig. as, 

HT, woraus folgt, 

daB TTg parallel RM^ ^°^^ parallel DD^ ist. Aus der Tan- 
gente t^ fur 2\ ergibt sioh die Tangente t der Ellipse fiir T 
durch den Affi ni tats trahi BiB. Bei Drebung und Ver- 
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l'ji-.';!!- 1' /M (,',0 erhalt nnd weloher also mit 72 
ill !)i.- lïii.-.li'p t und ig sôbneiden sioh' serait 
I' . :■■* .: ■! (r-iîden OG. Es ist sohin die sohou 
\ ■ fAandtsohaft vorhandeu, 
; '■' fiir, welche c, â zwei kouju,- 
.■■d. ist rait dem Kreise [0, c] per- 
Ui-'-itung dqr Affinitâtstrâhleu 
/>2>n angogeben, welche don 



!■', "n.-i' 
la.. Mil) 

cil d>- 

/; 

'I. 



0. 
( 



L'i':'.!,ugierten Halbm essors dèr 
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diirohmossors verbindet. Die Affinitiitsaohse ist die 
Gerade c. Die Cbaraktôristik 

ô = sin (cd). 

c 

Dreht man den Kreis [0, c] uni die Gerado c ans der Eberie 
heraus, so bleiben die Verbindungsgeradeu TT3 parallei zu 
Sff^ und DD3 und bilden einen schiefen KreiszylÏDder. 

Der sohiefe Kreiszylinder wird von einerEbetie 
im allgemeinen uach einer Ellipse gesolinitten. 

Die Parallelprojektion (der Farallelschatten) 
eines Kreises oder einer Ellipse ist im àUgemoinen 
eine Ellipse. Aus koujugierten Durohinesseni der eioen 
Linie erbalt man wieder konjugierteDurchmesser der anderu. 
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5. Eine Ellipse sei durcb die konjugierten Halbraesser 
OG, OD gegeben. Man kann daun mit Lineal und Zirkel 
koDstruieren (ohne die Linie selbst zu zeibbnen): 

a) Die Sohnittpunkte einer Geraden g mit der 
Ellipse (Fig. 63). 

Manzeiohnet den Kreis [0, c], zjebt den zu C/senkreohten 
Halbmesser 0D°; dann ist DZ'° die Riohtung der Affinitilts- 
strahlen. In dieserYerwaadtsohaft der Ellipse mit dom Kreise 
entspricht der Geraden^ eine Gerade (/", welcbe die AffinitS^ts- 
aohse im selben Pankte sohneidet. Ëiebt man duroh D eine 
Gerade /"parallei zu g, so muB die entspreohende Gerade P 
duroh den Scbnittpunkt mit der Affinitatsaobse und auder- 
seits durch D^geben. Die Gerade (/" muB zu p parallei sein. 
Sis scbneidet den Kreis [0,e] in den Punkten Q°, i2", aus 
welcben man durcb Afflnifcatstrablen die verlangten Sohnitt- 
punkte Q,i£ findet. 



§. 16, Kriioimiing einer Linie, mabesondere der Ellipse. 91 

/5) Die Tangenten der EUip'se, welche zur Gre- 
laden g paralle! siud (Fig. 63). 

Der Durchmesser des Kreises [0, e], welober zu /" seuk- 
ïeclit ist, Bïgibt die Beriihrungspunkto S^^ T" der zu p 
parallelen Tangenten s", t^ des Kreises. Sis sehiieiden die 
Affiintâtsachse in zwei Funkten, diirch welche die Tangenten 
s, t der Ellipse gohen, die zii^ parallel siiid. Dnrch Affinitats- 
strahlen erhalt man ans S^^ T^ die Beriiliningspunkte S, T 
fiir s, t Die Verbindungsgerade ST==p muB durcli gelieu; 
sie ist die Polare jj des uiieigentliohen Panktes JPoo von g. 

y) Dio Tangenten ans eioem Punkte P an dio 
Ellipse; die Polare p eines Punktes F (Fig. 64), 

Man zielit durch P eine Parallèle zn OD, durch iliren 
Schnittpiinkt mit der Affinitatsaohse eine Parallèle zu OD" 
und dann wieder durch Pden Affinitatstrahl parallel zu DD\ 
woduTch sich der dem Punkte P entsprechende Punkt P" er- 
gibt. Jetzt konstruiert man die Tangenten s", t*^ aus P" an 
den Kreis nud ihre Beriihrungspunkto S°, T". Dio Geraden 
s", t° schneiden die Affinitatsachso in zwoi Punkton, welche 
mit P verbunden die verlangten Tangenten s, t ergeben, Aus 
S'', T'^ erhalt man dnrch Affinitatstrahlen die Punkto S, T, 
deren Yerbiudungsgetade die Polare jj von P. ist. 



§ 16. Krummung einer Linie, insbeaoïulere dev Ellipse. 

1, Eine gesetzmaBige. stotige B'olge Ton oo^ Punkten odor 
Geraden einer Ebene orgibt eine ebene Linie oder Plan- 
kurve*). 





Fig. 65. 



ZweiPuukteQjï'der Linie 
bestimmen eiue Sekante e und 
einenBogens(Eig.66)i Nahert 
sioh der Piiukt Q dem Punkte 

' *) Es HOUeo nuranalytischa (algebraÎBohe nnd tranàzendente) Linien 
m Betracht gezogen werdea. 



Pig. 66. 

Zwei Tangenten (?_, t der 
Kurve bestimmen einen 
Sohnittpunkt S nnd oinon 
Winkel t (Eig; 66). Nahert 
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T, so dreht sicli dio Grerade 
e um T imd konimt bei Ver- 
einigung von Q mit T in 
eiue Grenz!ag« t Dièse Ge- 
rade t (Verbindungsgerade 
benachbarter Punkte) beîBt 
daun die Tangente dos 
Punktes T. Die Sehne QT 
wird fiir zwei benacbbarte 
Puukte zum Bogenele- 
111 eu te ds. 



sich die Gerade q der Ge- 
radeii i, so verschiebt siob 
devPnnkt^ auf.iï iiud kommt 
bei Vereiniguug von q mit t 
iu eine Greuziago T, Dieser 
Piinkt T (Sobuittpiinkt be- 
nachbarter Tangenten) heiBt 
dann der Boriibrungs- 
punkt derTangentot Der 
Wiukel ^ if wird fur zwei be- 
nacbbarte Tangenten zum 



Kontingenzelement dx. 
Die zur Tangente t ini Berlihrbngspunkte T normale Ge- 
rade « beiBt die Normale der Linie fiir don Punkt T. 




Fig. 07. 



2. Mau kaun^beide Entstehungsweiseu einer krurameu 
Linie zugieieh in Betraoiit zieheii (Fig. 67a). Man versobiobt 
deo Punkt T, auf der Geraden i, um das Bogenelomeut ds 
nach T^ uud dreht dann die Gerade" i^ um deu Pbnkfc T^ ùm 
das Kontingenzelement ^T nachig, dann versbhioht man wieder 
den Punkt T^ auf der Geraden t^' um' das Bogeùelemèut ds 
naob Tg usw. Setzt man' voraus, daB derPuukt immer um ein 
gleich groR--<: Bof:rii-'U-;ni-''i I h ■;■ -.^î-l ■.:.,■■ •^'\^^, ■.., ^K'.'^'\ 



sioh daâ K i-ii ixi n/i ; -p.,'- \ .'h i,; .-l, 
vermidern: m "; i >|i : ■■inùi' ii:»-- 



Kreise — wi:-.| i.i ■ i 

Die c- ' tvi !'.••■ 
besîtzen, mI--- il'; 
(Fig.' 67b}. I .i.iii 
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§ 16. Kriimmung einer Lipio, insbesondere (1er Ellipse, 93 

der Li))i0 zwei benachbarte Pankte 2\ iincl T^ gomeiu. Unter 
diesen Kreiseu gibt es einon, welcher auch diirch clen dritten 
benaohbarteu Punkt T^ der Linie geht, welober sioh also der 
Linie mehr als die anaerea anschmiegt. Sein Mittelpuakt K 
ist der SohnittpuDkt zweier benaohbarter Nornialennj und n^, 
deren Winkel dem Kontingenzelemaat dr gleicb ist (weil die 
Greraden zu t^ uud \ normal sind); sein Eadius aei le, Der 
Kreisbogen, welober zwisohen den Normalen n^ uud n^ liegt, 
ist dem Bogenelemetite cls gleicb, Der Einbeitskrois (dessen 
Eadius die Langeueînheit ist) mit dem Mitteipunkte JTergibt 
zwisohen den Normalen einen Kreisbogen, welober daa MaB 
des Kontingenzelementes dx ist. Nuu folgt uumîttelbar aus 
der Ahnlichkeit ^^ j^ 

ds le ' 

Der Gr'reuzwert dièses Verhiiltnisses dos verilnderlioben Kon- 
tingenzelementes zum Bogenelemeute beifit dio Kriimmung 
der Linie im Punkte T, ferner K der Krliramungs- 
mittelpunkt, h der Kriimmungsradius uud der Kreis 
[K, Je] der Krlimmungskreis (Sobmiegungskreis). 

Die Ssite, auf welober die Tangente liegt, lieiBt dio or- 
fa abeneoder kouYe^e Seite der Linie, jeue, auf welcher 
derKriimmungsmittelpunkt liegt, beifit die bohle odorlcou- 
kave Seite dor Linie. Der Kriimmungskreis geht an der 
Schmiegungstelle yon der bohlen zur erhabenen Seito der 
Linie iiber, wie dio Kg. 67 o im iibertriebonen Mafie zpigt. 

3. EinDreîeok^^Cbabe Seine Parallelprojektion 

die Soiten a, &, c, die FlUche A'B'G' babo die Seiteii a', 
f und einon Radius des um- b', c', die flacbe /"' und einen 
sohriebeuen Kreisos *>. Radius des umachriebonen 

' ■ ■ Kreisos Vp. 

• Eiir die Halbmesser diesor beiden Kroise gelten bokannt- 
lîch die Qloiohungen: 

.ahc , ft'&'c' 

, rr— -^ und ?V- ^^/ ' 

Bg ist danu das Verbaltnis 

,'„". ' ' , , il. 11 £l ■ '■ ~ , 

" ' i=_i.lAlA.— ifLi^Lii.' 
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Dabei ist X die Laugenverzerrung in cler Eicljtung der be- 
treffeuden Seite und (p die Flàchenvorzerrung des Dreîeokes. 

AVordeii A, B, G drei beuachbarte Punkte T^, T^, T^ einer 
Llnie, so gehen die beideu Kreise lu dea Kriimmuugskreis fiir 
die Stelle Tder Linie und in jenen fiir den Piinkt T' der Pro- 
jektioii iiber. Beim Grenziibergauge nehmen die drei Seiteu 
die Eichtiing der Taugente an; es wird r\so ?.a = h = k die 
Latigenverzerriing ?^ in der Eiohtung der Tangente t des 
Punktes T der Linie. 

Der Kriimnuiugsradius fiir einen, Pilnkt der 
Parallelprojektion einer ebeiien Linie hiingt mit 
dem Krttmmiingsbalbinesser des entspreobendou 
Punktes der Linie duroh die Gleiohung zusammen: 

i^p j^ 

hr cp 
ï'ur Parallelprojektion und Uralegung wird die Jt'lacheu- ' 
vorzerruiig (p der OJiaraktoristik à der Âffiuitat gleich. Fiir 
Orthogonalprojektion (§ é,3 und'§ 6,6) ergibt sicb 



l: 



sina 



h^. cos « 

wobei a der Einfallswinkel der Tangente und a cler Noiguugs- 
winkel der Ebeoe gegen die Projektionsebene ist.^" 
i. Eine Ellipse [0, a, &] Eine Ellipse [0, c,cî] kann 



kauualsOrthogonalprojektion 
des Kreises [0, a] betraohtet 
werdeu, der auf die Pro- 
jektioasebeue unigelegt sei 
(Fig. 68). 

Fiir die Scheitel/I und B ist 

' ; ^ ;' 1 
/a = — , /s = i , 



Ans 



folgt 



^ a 

IC„ = ICy • — 7- 



als Parallelprojelctîon des 
Kreises [0, c] botraohtet 
werden, der auf die Pro- 
jektionsebene umgelegt sei 
(Pig. 69). 

Piir die Punkte G. und I) ist 

q)== ô = — ■ un {cd). 
Ans , , X^' 



1CA = - 



folgt 



^B = 



^0 = 



d' 
e ■ sin (cd) ' 

rf- sin (ce?) ' 



§ 16. Krummuag eiuer Lioie, iQsJ)esonderc der Ellipse. 
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Zeichnet man die Scheitel- 
tangenten uiid fallt man vom 
Sehuittpunkt J die Normale 
zur Verbiudungsgeraden AB 
derSclieitel, aoschiieidet disse 
Normale die Aohsen in den 
Kriiramungsmittelpimkten 
^jiund^jjfiirdieSQlieitel. 




Namlicb ans derGrIeiohheit 
der Winkel folgt: 
AJKa^JjBA] BJKbo^JAB. 
Nnn folgt die ProportionalitÈlt 
der Seiten: 

/(;A:6 = &:ff| ]ci}'U=a:b, 
1 ^' 7 «' 



Zeiclinot man dieTangeuteu 
fiir (7undi), fallt vom Sohnitt- 
puukte J die Normale JM zu 
0(7 und dann die Senkrechte 
vonr/zurVerbindnugsgeraden 
HJDy so sebneidotdioso Senk- 
rechte dieNormale der Ellipse 
fUrZ^im Krummungsmiitel- 
punkteXijfîir denPunktZ). 




Fig. GO. 

Na,mliob ans der Gloioliheit 
der Winkel folgt: 

Nun folgt die Proportioualitat 
cler Soiten: 

^""d-sm {cd)' 



Damit ist die Ricbtigkeit der Konstruktionen gezeigt.^' 

6. Es sei fiir eiiie Ellipse [0, a, h] wioder diesolbe Annabmo 
wie in Fig. 59 gemaobt. Die Norinale DNiviV don Punkt D 
der Ellipse (Eig.70) sobneidetdie Aobseniu den Punktou C7, Y. 
Nun ist das Verhaltuis 

und 



DU: OP^^^VN-.ND, 

DU=G-i-, 
Hiiokt D uach J., so wird 

tv 



DY-.OD^^DN'.NV^ 

DY-.a^e:!), 
a 



DY=^c- 



h 



Bîlckt D naob B, so wird 



i)F=/cn = 
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U ist der Alittelpunkt und UD der Radius eines Kreises, 
welcher die Ellipse in zweiPiinkten beriihrfc. Riiokti) iiach^, 
so vereiaigèu sioh die beiden Beriihruugspuukte und der 
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Fig. 70. 



doppelt beruhrende Kreis wird zumKriimraungskreisefiir den 
ScheiteM. Daraus istzusehen, dal3 derKruramungakreis 
fur denScheitel mit der, Ellipse vier- benaohbarte 
Punkte gemeio hat.- Er sohmiegt sîch also mehr als ein ' 
auderer an die Ellipse. ' ' ; , ' ,'. 
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Bildet nian 



ah cd-smlacl) 



rf-siu (crf) siû [cd) ' 
so ist mi-k-BV^DK + DS. 

Daraus folgt 

J)8-BU=^Dy-DIC, 

also 

SU= VK. 

Es ergibt sich hiermit folgende einfache Konstriiktion 
desKriimmuiîgsmi'ttelpuuktss^fiir einen beliebigen 
Punkt i) der Ellipse: j,Maa erriohtet inO eine Senkrechte 
zumHalbniesser OD bis zum Schnittpunkte/ymitder Normaleu 
und iibBrtriîgt danu die Strecke ^ïf/nacb YK." 

Besouderer Eall: Zieht man den Strahl ODi unter nj^, so 
wird o = d und DK=D8. , Hier ist also der Punkt S auch 
schon der KriimmuugsmittelpuDkt K. 

DieNormalen eiiierLiaieïbildeEi dieTangeuten einer neuen 
Kiirve IL Die Kriimmungsmittelpunkte der Linie l bilden als 
Sohuittpnnkte benachbarterNormalen der Linie l und Sobnitt- 
pnnkte benaobbarter Tangenten von u die Beriibrungspunkte 
fiir u. JDiese Kurve ti beilit dio Evolute der Linie l. 

Zeicbnet man die Evolute it der Ellipse l (Kg. 70), 
so laBt aie erkenuen, daB die Kriimmungsbalbmesser fiir die 
Scheitel der Ellipse Extremesihd, und zwar am kleinsten fiir 
die Scheitel der grofien Achse und am grôfitea fiir die Sclieitel 
der kleinen Acbse, 

Ubungaaufgabe: Ea iat die Evolute einer gl eichaeitlgenEllipse 
zu zeiohnen [^^=(1/9, ft^= 86]. 

§ 17. Zeichnen einer linie, insbesondere derEIlipao. 

1. Um eiue Linie vou bekanntem Bilduugsgesetze zu 
zeiohnen, soll eine groBereÂiizahl von Punkten mit den zu- 
geborigen Tangenten konstruiert^werden. Dabeisindbesondere 
Stellen ira Verlaufe der Linie (z. B. Scheitel) auob besonders 
zu beaohten, weil das Auge fiir Stetigkeit undKegehn^Iiigkeit 
(z, B. SymmetrÎDj erapûndlieh ist. 

Sohmid, Baratflllende Géométrie I, ' 7 , 



gg II, Eugel, Zylinder, Eegel, 

Beim freihândigeii Zeichneii der Liuie mit dem 
Bleîstifte legt mao die zoichnendeHand gewohniich aiif die 
h'ohlo Seite dos zu zeiohuendeu Liiiienteiles, iiiid zwar wird 
dor Stlffc bei eiuem stark gokriimmten Teile mohr kuiz gofafit 
und steil gehalten, Das freibaudigo Ausziehen oiner 
solcben Bloistiftliaie mit der Zeicbenfeder gelingt 
nur gesohickteQ Zeichnero, weil die Eiiibaltuug der Stricb- 
stÈirke nebeu der Yerfolguiig des Liiiieuzuges besondere Auf- 
merksainkeit erfordert Fut das Ausziehen einer Blei- 
stiftlinie mit der E.eiBfeder beniltzt maii sin Kurven- 
lineal. Durcb versaobswoises Aulogen an die soi-gfaltig ge- 
zeicbnete Bleistif tlioie sucbt maii ein passend gekrûmmtes Stiick 
dosKurreuiineals. Dàbei ist darauf zu aobten, daB derLiueal- 
bogeu aucb noch mit einem Stiicke dos bereits ausgezogoaen 
Teiles der Liuie iibereinstimmt (§26,3). AndersGitssucb.tman 
die Lioienteile durcb Kreisbogeu zu 
ersetzeuj welolio mdgiichst wenig vou 
der Liuie verschieden sind. 

2, Um zwisohen zwei Punkten 
A und B einer Linie, zu welcben die 
Normaleniti., itagehoren, zwoiiCreis- 
bogen einzusohalteu, deren Mittel- 
punkte Ka_, Kb auf dieaen Normalen 
liegenundwelchesicb in einem Zwischon- 
punkte bertihren, kann mau folgeude 
Konstruktiou beniitzen (Fig. 71): 
Mau zeiohnet eineu Kreis, der den Sobuittpunkt der 
beiden Normalen als Mittelpunkt und OA als Radius bat. Auf 
ihm ergibt die Normale nu einen Sobnittpunkt B'. Ein passend' 
gewilhlter Strahl ans Osohu&idetdenKreisinZ)'. DioParallele 
durcb B zu B'D' sohneidet AD' in D. Die Parallèle durcb D 
zu OD' scbneidet die Normalen in Ka, und Kbi dou Mittel- 
puukten derKreisbogeu^Dund^D, welcbe beii)beriihrend 
ineiuanderiibergehen. DieRioiitigkeit ist aus der Ahuliohkei't 
leicht zu ersehen ; es ist uamlich 

PAD'ooKaÂI) und OB'D'c^KbBD. 
Dièse Konatruktion ist unmittelbar auf eine duroh'ilïre 
Aohsen gegebenç ^Ellipse [0, a, 6J anwendbar. 'Dabeilist' 
derStrahl OD'nr*«.--ii-l r:r-,.-.1b't. ^.-i- - =.- n';rc-cbt zu J.B, 
senkreoht zu AH -A • /'Aim-Ii--- di-'--,ii ' i- .. n Lageii an-' 
gônommen wird. , ■ , ; ' 




§ 17. Zeichnen einer Ijinie, inabesondere der Ellipse. 
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Theoretisch genommen, scbmiegt sioh der Krummuugs- 
kreis am engsteii an oiueLiuie an. Da ersieliabergewcihulioli 
bald nach der Oskulationstelle wieder von der Liuie entfernt, 
so kann nur ein kuïzerKreisbogen bonutzt werden. Es miiBten 
also zahlveioboPankte imd.Tangentgu derEyolute gezeiohnet 
vorliegen. Vorteilbaft sind bauptsaohlioh die Krllramiinga- 
kreise fur Soheitel oiner Linie (§ 16,5), So kduneu bei 




eiuer Ellipse [0, a, b] zumeist sogroBe Stiicko der Kriim- 
mungskreise fUr die Soheitel benutzt weid^u, daB die Zwisoheu- 
teije mit dem Kurveulineale leiobt erganzt werden kannen 
, (,Fig, 68). Ftir dièses Zwisohensttick kann riian auch deu 
Krtimmungskreis fiir jenen Punkt D benUtzen, der ans dem 
unter ?ï/^ gezogenen ,StraHle OD^ bervorgèbt (§ 16,5). 

3. Es aei'wieder eiue Ellipse (O. a, &1 gegeben. AVird der 
Strahl OA^n^o^ OY"^" dÎp.V.^- A<■^^.■i^■dr.■htrFig.7'2)und 

zleht'ma:' jii;^ .\ ■' d ■■ '1 aii:;:;.t- «i:. ù-'u Kr-is [il/o ^~^ , 

welobe- I)' i).; u.> Dnix trus.-- Iim. <!> is! -iî';aiiob Tangente 

' 7*' 
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an deii Kreis [0, a-h] ira Pankte K', weil 0N'=^ 2 XM'N' 
ist. Dreht man nuQ N'^K" zuriiok, bis X^X^ hoïizontal wird 



L'd 

oder bis OK" oacli OZparallel K^KI kommt, so isc j^iVdie 
Tangente des Kreises [0, a— h], welolie zu K°K§ senkrecht 
ist. DarausergibtsiclioffeubarjenerPanktZ^der Ellipse, 
fiir welcheu die Normale BN deu groBten Abstaud 
(fl — 6) von bat. 
Babei ist 
D°N^=D2^=c uud D''K°==DK=d- sin{od). 

Niinist D^N' = D^K'\ 

daber folgt aas der Beziebung 

cd • sin (C£Ï) = a b, daB c = (^ • sin (c d) = ]/ad 
ist. Es ist also (§ 16,4) fiir dieseu Punkt i) der Ellipse der 
Kriimmungsradius hs — c = ]fal} und K der JKrliraraungs- 
mittelpuiikt. 

Suobt man das geometrisohe Mittel zwisoben dem grcJfiten 
und kleinsten KriimiimDgsradius, so ergibt siob 



i/îiTï-|/^-f=i^- 



Der vorliin konstruierte Punkt D der Ellipse ist also ein 

Punkt mittlerer Krilraraung und I>X=yah der zuge- 
borige Kriimmungsradius. Zielit man in dieseni Kriimmuugs- 
kreise [K, ]lah] die Halbmesser Z'P^ und KI*^, welobe zu den 
Achsen paraliel sind, so schneiden die Geraden AP^ i^iid J33?^ 
den Kreis in den Punkten Q^ und Q^. JDann ergibt Q^^auf 
der groBen Aobse eineu Punkt J2^ und Q^K auf der kleineu 
Acbse eiuen Punkt i2g. Die Punkte JSj^iund i£^ sind die 
Mittelpunkte von Kreisbogen ÂQ^ und SQ^, welobe 
sich au den Bogpu Q^Q^ des raittlereu Kriimraungs- 
kreise^beriibrend auschlieBen. JJen Kriimmungsradius 
^j) = yah kann man auob unmittelbaFfindeu, indem man bel A 
eine Normale zu a erricbtet bis zum Schnitte S mit dem 
Kreise, der 0N° als Durchmesser bat. Es ist dauu 7cxt = AS. 

4:, Mail kann auob Instrumente herstellèuj welclie das 
Zeicbnen gewisser Linien ermôglichen. 

a) Zum Zeiobnen der Ellipse kann zuriHobst ein 
Fadenzirkei benUtzt werden. Er berubt'auf der Breriu- 
punktseigenscbaft der Ellipse (§ 12,2) und ist ein Zirkel mit ■ 
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zylinclrischen Schenkeln, an welohen je eineHtllsoverschiebbar 
augebracbt ist. An den Hillseu sind die Enden eiues uu- 
gedrohten, wenig elastiscben Padens befestigt, der durcb zwei 
bei den Spitzen der Scbenkel angebraobte Locber gezogen ist 
(Fig. 73). Durcb passendesYerschieben derHiilsen kanu der 
Zirkel so weit geôiîaet worden, daB die zwischon den Spitzen 
liegende Padeulange der groBen Achse einer zu zeiobnenden 
£lllipse gleich wird. Dann setztman die 2irkelspitzon aiif die 
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Flg. 73. 




Fiff. H. 



Brennpimkte der veriangten Ellipse, hangt den am Ende mit 
einem Obr versebeueu Stift (oder die ReîBfeder) in don Eàden 
ein und zeiohnet — den Paden spannend ~ die balbe Ellipse. 
Naob einem Weobsel der Spitzen kann dis andero JËLiilfte 
gezeîcbnet werden.^^ 

^) Ein andeier Ellipsenzirkel bernbt auf der Ent- 
stebung der Ellipse als ebener Scbnitt eines Drebzylinders 
(§ 12,5). Ein Metallstab ist mit einer leiobt versoliiebliaren 
Hiilse versebeu, an welcber der zweite Zirkelsohenkel an- 
gebraoht ist (Eigv 74). Dieser Scbenkel wird so weit geôffuet, 
daB der Abstand der Spitze des Sobenkels vom M'etallstabo 
gleicb der halben kleinen Achse ^> der verlangten Ellipse wird. 
Die Spitze bleibt dann bei jeder Verscbiebun'g nnd Drobung 
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auf einem Drebzylinder mit deni Radius 1). Die Spitze des 
Stabes wird auf deo Mittelpunkfc der Ellipse aufgesetzt. Dann 
bringt man den Metallstab in die Ebone, welohe duroh die 
grofîe Achse der Ellipse geht und znr Zeicheiiebene normal 
ist, und zwar mit eiu'er Neigung a, fiir welche tg a = h:c ist, 
Dies karni etwa dadurch berbeigeftthrt werden, daB man die 
Eszentrizitat verdreifacht und im Endpunkte au einem aufge- 
stellten recbtwinkligen Dreieoke die Hdhe 3& fesLlegt. Die be- 
wegliclie Zirkelspitze beschreibt dann die vorlangte Ellipse.^** 




Fig. 75. 
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y) Im § 15,2 wurde gezeigt, daB die in der Fig. 59 vor- 
kommeuden Strecken ^^und (?^konstaut sind, niimlioh 
EF=a~l} und GE^a-\-h. 

Gebtmau uragekehrt von derStteoke 6^^ ans, we lobe 
sicb sobewegt, daB G'nndS'auf zwei zueinandev senk- 
rechteu G-eraden sicb versollieben, erricbtet bel G und 
^die Normaien, wolcbe sioh in iV" scbneiden, ziebt die zweite 
Diagonale OiVdes entstebendeu Eeobteckes, logt duroh'einen 
beliebigen PunktZ)der Geraden GMàiù Parailelen DD^ 
und DDg zu den Seiten des fiechteckes bis-^su den Sohnitt- 
punkten mit ON, ao mûB fttt jede Lage der Strooke G'^immer 
D 0==X>aam\ D^O=I}Hseiu, û.h.D, ubd X>. mUssen immet 
auf zwei konze^itrisohen KH^o-i mi*- do- Hr.lFnir-'jrr. OT) 
'Oi)g liegeii. Darausfolgt, .-w. I) ..\ 
welehe an.« d'p«on Ki-o^io- 
ber-.--K'-. ! -1 1 11 wi .(■ i. 

|{ii.-l:; d. ■ j'u-h /, - 
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„D0r Halbierungspunkt M dor Strecke Q-H besohreibt 
eiuen Kreis mit dem Mittelpniikte und dem Eadius OM}^ 

flierauf boruhen zwei Formen von Ellipsographen. 
Beim einen (Fig. 75) werdeii zwei verstellbare Zapfen Ey F 
eiues Stabes mit Sohiebern versebeo, welcho in deo Sohlitzen 
eines roebtwiukligen FiihriiDgskreuzes gleiteu. Der bel Z> an- 
gebrachte Stift besohreibt dann die fîllipse [0, D£!, DJ^], 

Beim audereu (Fig, 76) wird bloB ^in dieser Weise ge- 
fùhi't, walireud der Halbierungspunkt il/ der Strecke SF dnrcb 
eiiie Kiu'bel OM aaî einem Kreiso gefiihrt wird,^" 

§ 18. Abbîlduug uud Beleuchtung des Kreises; eliene 
Scliuitte einer Kugel. 

1. Fur oinon Kreis sei der Grand- und Aufrili desMittel- 
punktes 0, die duroh diesen gebeudo Horizontale /i uad Fron- 
tale f der Fbene sowie der Eadius r gegeben (Fig, 77). 

ImÂufrisse erhalt 
mau die Soheitel A'j, Ajj 
der groBen Aohse der 
Ellipse, iudem nian auf 
f" ■ unmittelbar don 
Kreishalbmesser r von 
0" ans anfbriigt. Die 
kleiue Achse ergibt sich 
als ProjektioD des spur- 
pormaleo Durohmessera 
aufd6rzu/"senkrecht6n 
Geraden m", iudem man 
etwa die duroh m geben- 
de, zur Aufrifîebeuo nor- 
maleEbenealsnenePro- 
jektionsebene(§9,4)um- 
legt. Ist P der Sobnitt- 
puukt von m mit der 
Koînzidènzgeraden h, 
so liegt nm' den Abatand I^'f vor P (bei tfbersiobt). Maobt 
mau 0"0^ = F'f\ so isl O^^^P" die Umlegnug w", auf weloho 
wiodcr dor Radins iiach 0°Bj anfgetrageu werdeu kaun. 
Duraus orlialL man daun die' Soheitel -BJ', iB/j der kleinen 
Aohse. ' , ., 




ffig. 77. 
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FiiL' deu Grni ndrifi des Kreises ergibt sich die groBe Achse 
atif h', die kloine Aciise aiif der zii h' iiormalen Groradeun'. 
Ist jetzt iS der Sohnittpuiikt Tou « mit der Geraden 7c iind maoht 
niau 0'0''=B"h'\ so isfc 0°R' die Uznlegung li" der Spiir- 
normalen n. Duvoh Auftraguug vou r iiach 0"!)^ erlialt niau 
die kleine Achse DjDjj' 

tjbungsaiifgabe: Der Mittelpiiukfc einea KreisGs ist im Gruud- 
uud Anfrisae gegebenj feraer Icenot man zwei konjiigierte Durohiueaser 
ftir den Grundrifi des Kreises. Man soll den AufriU des Kreiees flnden. 

3. DerSohJagschatten desKreises auf oino Ebeneist 
eiiiev Ellipse (§ 15,4), Dor Solilagscbatten des Punkl,ûs ist 
derMîttelpunktuudderSchatton zweiernormaJerDurcbmesser 
des Kreises bildet konjugierte Durcbmesser dev Ellipse. Es 
sol! dies fiir eiiien besouderen Fall naher ausgefiihrl werden. 




Pig. 78. 

HorizontalerKreismitDiagqnalbeleiiohtuiig. Ein 
horizontaler Kreis [0,r] ersobeint im Aufrisse als horizontale 
Strecke^5 = 2n 

a) Es soll der Schlagscbatten des vordereu Halb- 
kreises auf die durob den Burohmeaser AB geheudo 
AufriBebene gesucht werdeu (Pig. 78a). . 

^DieKreisebeue selbst kauu mau als Grundebenebeniitzeii. 
Nimiiit man zimiiobst die normalea Durchmesser^Btmd Gl), 
so ist ^5 sein eigener Sohlagschatteu. Legt man duroh Odeu 
Lichtstrahl l, so erhalt man den Sohlagsobatteii G^ im Eok- 
punkte eiues Qu^drates mit der Seite r. Der AMnitats trahi 
0'(7g ist zur Affinitatsaohse AS parallel, alao ist dio Oharak- 
teristik 5 = -f-l. Fur Dîagonalbeleuohtuiig ist hier die Schlag- 
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schatteuellipse mit dem umgelegten Kreiso aquiyaleiit affin 
{fk = f^' Fiir die Sclilagsohattenollipse sind OS==r 
unclOG3 = r/2^konjiigi6rteHalbinessor; sie soblieiieu 
den "Winkel tt/^ ein,_Mr5 ist l = '\/~2, (p = i, der Kriim- 
inuugsradiiis h='2r)/'2, also der Kriimmnugsmittelpiinkt im 
Solmittpunkte von BC mit der Kreistaûgente fiir A. Mv G^ 
ist ?, = 1, h = r uud B schon der KrUramungsmittelpuiikt. 

Suoht mail n'ocli den Schatten der Durchmesser MJF nnd 
OH, so liegt iTg^g mit S' F' auf derselben Horizontalen, so 
dafi H^ auf dem Ordner des Punktes sioli befindot uud 

H^F^^B'F' ist. Niiu sind Oir2 = ~t/ïund OF^==^-\fÏQ 

wieder koujugierte Halbmesser der SohatteuelJipse; fiir ihreu 
eiugeschlosseueu "Wiukel ist tgi^gO-Hg = 2. 

/?) Es soll der Sclilagschattou eiuos Halbkreises 
auf eiue Ebeue gesuoht werdeu, weloho ira positiren 
Oktauteu un ter tt/,^ dur oh die ^- A oh se gebt [bei 
Baubestandteilen beilîon solche Ebenen Gehrungsobeneu] 
(Fig. 78 b). Der Schlagscbatten ist eine Ellipse, fiir welobe 
OF und OHg die Halbaohsen sind. Es ist 

fl = r, & = — -(^2, c = — y^, also 6 = c, 

Der Sohlagschatteu des Kreises auf die erwahnte 
Gebrungsebeue ist eiue gleîohseîtige Ellipse. 

Im Aufrisse ist 0" F" normal und glcioh 0"Ès'\ daher ist 
der AufriB dieser gleiohseitigen Ellipse ein Krois mit 

dem Radius îv = — "l/ÏÏ. 

o 

y) Es soll derSoblagscliatten eiuos Kreises auf eino 
zurKreuzriBebene senkreohte Eben0[Daohebene] ge- 
suoht werden (Fig. 78 c). 

Die zur KreuzriBebene senkreohte Daohebeue habo eino 
KreuzriBspur d^, wobeïvdio ^r-Aohse durob den Mittelpunkt 
des Kreises geben soll und ein KrenzriB von reohts voraus- 
gesetzt sein mag, so daB V" parallel zu l" wird, Es ist daun 
die durob die ^-Acbse gehende Lichtstrablebeue eine Koin- 
zideuzebene fiir AufriB und KreuzriB. Da nun der Schlag- 
scbatten gd der 2-Aohse auf die Dacbebene im Krenzrisse als 
^H'~ dg ersoheint, so ist d^ auch zugleioh 0^. 2iebt man durch 
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die Parallèle zu ï", so ergibt sich cler AufriB OU des Schlag- 
scbattens des Mitteipunktes auf die Dachebeue. Der Scbatten 
des Durohmessers AB ist eine gleiche uud parallèle Strecke 
A'âBd. X)er Durohmesser (?S lîegt auf der erwîihiiten Koin- 
zidenzebcue uad bat daher seiiien Scbatten GHHa auf ^rf. Die 
zu G^^ parallelen Sehuen J.Z>-i]ad 50 haben also Schlag- 
schatten A'âD({ uud BUCH, welche zu /à' parallel sein miiasen. 
Danu siud A'âBa wd GaBa konjugierte Durolimesser der 
Scbattenellipse. Derzii G^i'S^' konjugierte DiirobmesserJSi'i^à' 
ergibt sicb dadurch, daB die Selmen ffl? und ^i^ -Scbatten 
babou, welobe zu AB parallel sind. Daboi ist Jl'd aucb zu- 
gleicb F'à\ weil der ganze Sohlagsohatton im Krenzrisse auf d^ 
eracbeint uud die beiden Projelçtiouen auf einem borizontalen 
Orduer liegen miissen. Das Dreieck QaFaH'd outbalt deu 
Neigungswinkel e, der Dachebeue gegeu die Grundebene und, 
anderseits den "Wiukel 7l|^. Fiir ej = 871/3 wird es gleioh- 
schenkligunduiau erhaltin diesemFalledieAchsen der Ellipse. 

UbuQg:aaufgabe: Drei Punkte sind duroh Aufrili und KreuariB 
gegebeii. Es isfc der AufriB einer Ellipse au sucheo, welche durch die 
drei Puokte geht uod im Kreuzrisse als Kreia erscheiat. 

3. EiueKugel [0, r] sei im G-rund- uud Aufrisse gegebeu. 
Eine Ebeue e scbueidet die Ebeue des bovizoutaleu Umrili- 
kreises in einer Goradeii h und die Ebeue des zur AufriBeboue 
paralleleu TJmriBkreises in der Geraden f. Dabei muB der 
Schnittpunkt von h' und y' mit jeiiem von f" und y" auf einem 
Ordner liegen (Eig. 79). 

Jeder ebeue Sobnitt einer Kugel ist bekauntliob 
eiu Kreis. 

UmdeuAufriBdesSohnittkreisesderEbenezuliuden, 
deukt man sioh die durcb normal zu /"gebende Ebene auf 
die Ebeue des Umrifikreises umgelegt, wobei der UmriBkreis 
der Kugel deraelbe bleibt. Die Senkreohte m" vou 0" zu f" 
ist sohon der AufriB des spurnormaleu Durcbmossers des 
Sohnittkreisfls. Die Spur e„ der Ebone a auf der neuen Pro- ' 
jektionsebene geht duroh deuSohnitïpuukt^"von m" uud f", , 
anderseits durob die noue ProjektiôiiP''des PunktesP vonm, 
fUr welcbenP"=0" ist. Es jstalsoP"P" = 0'P'zu maoben. 
Der Scbnittkreis ersobeint auf % als.Sebue B^Bj-r- Duroh 

Halbieren ergibt «if-l^ dpr'Rj'dir'' M°Ti''. \ w '':■, !. | ;!.. 1 

Mittelpunkt M", .. ■■ I. -i ■■ A.-li-: /;. /; ■::■.! .|ii,:|. 1 -..m-- 
tragung von ifi-; ■ Ai M .1 1/ |', -mi-;. ..■.. j, f. .v .-■■; 
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fur den AufriB des SchnittkvBîses. Der Kreis wird bei deu 
Schnittpimkten H, S der ^rontaleu f uud des UmrîBki-eises 
unsiohtbar. Die Ellipse muli deti scheiobaren Um- 
xili bei H" und S" beriihren. Die Taugeiitialebeneu der 
Kugel fiir B uud jïsiud namlich projizierende Ebenen, wes- 
halb die Projektion der Tangente des Schnittkroises mit der 
Tangente des UniriB kreis es zuaammeufiiUt. 

Fur den GlruudriB des Sohnittkreisos ware das Ana- 
loge zu macheu, namlioh mau legt die duroh normal zu h 
gehende Ebene auf die Ebene des UmriBkreises um usw. 





Fig. 79. 



Pig. 80. 



Greht die Ebene durch deii Mittelpunkt der Kugel, so 
beiBt die Sohnittlinie ein GroBkreis. Der GroCkrdis, dessen 
Ebene zu-s parallel ist, erscheiot ala Ellipse, welche den zu f" 
parallelen Durohmesser des UmriBkreises als' grofle Aclise 
besitzt und welche in diesen Soheiteln den "UmriBkreis berilhrt, 
Die kleine Aohse erhftlt man ans dein zu- i}J3^x paralleleu 
Durchniosser des TTniriBkveises. ^ 

Es sei ein GfoBkiois godacht (Ejg. 80), dessen Ebene zur 
Grnndebene normal ist und der als Durobmessor -Sj-BjV er- 
s'^hoiv. fi- A-.'^-i"^ .-=';' -i:.! -i .-.N ""'i-se mit deu Aobsen 
.'.'. i;;. li, Il '. I- 1 l.-i- ilv/,- II- /ii,.i h '•'■j;=c, welobe dom 
Ai-î.:r'.Nini ■^;l..'i l{.. i .1 |: -i-ii ist (§ 13,2). Zieht 



X08 ' n. Kngel, Zyiinder, Regel. 

man iiuii deii zu diesem GrroBkreise seolcrochten Dnrohmesser 
NS dev Kiigel, so foigt ans der Kongrueuz der reclitwinkligeu 
Droiecke, welche 0'£jj uod O'N' ais gleiche Hypoteiiuseu 
besitzen, daB 0" N" = 0" S" = c ist. Die Putikte JV, /î kanu 
îîian die Polpiiiikte des Kreises [0, r] neunen, Die 
Punkte, welche aiif der kleiiisn Achse eiiier Ellipse im 
selben Abstande c vom Mittelpiiukte wie die Brennpunkte 
dieser Ellipse liegeu, nennt mau die Antibreunpunkte 
der Ellipse. 

Die Norraalrisse der Polpunkte eitios Kreises 
sind die Antibreunpunkte der Ellipse, welche den 
NormalriB des Kreises bildet. 

Weun zwei GrroBkreise ziieinauder normal sind, so geht 
die Orthogoiialprojûktion des einen durch die Antibrenupuukte 
der Oi'tbogonalprojektion des anderen, 

Ubnngsaufgaben: 1. Der GroCkreis, weloher duroh zwoi Punkta 
S, T einer Kugel bestimmt isfc, soll abgebildet werden. 

2. Der AufriB einoa Gradnetzes einer Kugel — oinea ver- 
kleinerfcon Âbbitdes der fîrde — soll konatruiert worden, wenn 
die AchsG iVS zur KreuzriUebene parallel iat imd eine Polhohe 
P — ^la vorauagesetzt iat. Jfiir die Aufria^e der Mcridiaoe liegen die 
AntibrennpuDkte aaf dem Aiifrisse dea Aqiiators. Die Breonpnnkte 
qplbat liegen daher ouf einer EUipae, welche gegen den AufriC des 
Aquatora um 71/2 gedreht iat (N", S" ala Brenapunkto hat). 

,3. Eine Ellipse, von weleher der Scheitelkreis [0, a] und zwei 
Punkte S, T gegeben aind, isb zu konatruieren, 

4. Eine Ellipse, von weleher der Scheitelkreia [0, a] und ein 
Pankt T mit der zugehorigeii Tangente i gegeben sind, ist zu 
konatruieren. 

5. Eine Ellipse soll einen gegebenen Ereis doppoU beriihren und 
îiberdies durch drei innerhalb dea Kreises llegende Punkte A, S, G gehen. 

6. Von einer EUipae ist der Hittelpunkt, eine Tangente und ein 
doppelt beriîhrender Kreis gegeben [2 Loaungen],''^ 

7. Durch einen Punkt T einer Kugel ist ein GroÛkreia zu legen, 
deaaen Tangente fiir T eineu gegebenen Einfaliawinkel e gegen die 
Grundebene besitzt, oder dessen Ebene mit der Grundebene den 
Neigungswinkel s bildet. 

§ 19. Das sphUrische Breieck. 

jjZwei Punkte A und G einer Kugel, welche nioht dia- 
métral liegen, bestiranien einen GroBkreis." 

Der kleiuere Bogen AG==h dièses GroBkreises ist die, 
kiirKBste Yerbindungslinie'der Punkte A und auf 
der Kugel (geodâtische Linie). 



§ 19. Das spharische Dreieok. 
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Es spielt also der GroBIirois auf dor Kugel eine 
. âhnliohe EoUe wie die Gerade in der Ebene. 

Ein dritter Puukt B der Kugel bestimmt mit A deu 
kleiueren BogeD BA = c élues GroÉkreises uad ebenso mit G 
den kleioeren Bogen BG=a eiues audoieu GroBkreises. Der 
diii'ob die drei sphiinschen Streokeu a, &, e begrenzteTeil der 
Kiigei heiBt ein gewôhniiobes spbariscbes Dreieok 
(Eulersches Dreieok). 

Fiir die Seiteu a, &, c und dieWinkel A, B^ G eiiies ge- 
wôbnlicbei] sphârischeu Dreieokes ist 

0< a, h, c <n, 0< A, B, G <n; 

0<(a + & + c)<27i, 7r<(X + 5 + a}<37E, 

Hier werdon sowobl die Seiten aïs auoh die "Winkel nacb dem 
BogenmaBegemesseujesherrschtdahei auf derKugel auoh 
iu bezug auf die MaBgidJieu Tollkommene Dualitat."* 
Es gibt hier seohs Grundaufgaben, wolche sioh paar- 
weisB (dualj gegeuiibersteheu, namlioh das gowohnliobe 
spharische Dreieck ist bestimmt durob: 
1. die drei Seiteu [et, 6, c], 2. die drei "Wiukel [A, B, C], 



3. zwei Seiteu uod den eiu- 
geschlosseuen Winkel 

[a, h, Cl 

5. zwei Seiten und eineu ge- 

geniiberliegeuden Wiukel 

[a, c, A], 



4. zwei "Winkel und die da- 

zwisohen liegendo Seite 

[A, B, c], 

6. zwei Wiukel und eine 

gogeuiiberliegendo Seite 

[A C, a]. 



Es soUeu dann die drei fehlenden GroBen gefunden und das 
spharische Dreieck selbst abgebildet werden. Die Aufgabeu 
kcinneu leicbt gelost^werden, wenn eine Seite, z. B. ^j auf der 
Grundebeneliegtoderwenneiu'Wiukel, z. B.^, auf derGrund- 
ebeue liegt (wenn alao die Kugel in B die Gruildebene berllhrt). 



1. Es sei 

ffl = 46o, 
6 = 60°, 
e = BO». 

Man nimmfc auf der Grund- 
ebene die Seite h an, reiht die 
TJmlegungen a^, c^ der beideu 
auderen Seiteu an undzeicbnet 



S. Es sei 

^ = 60", 
B = 76°, 

Mau nimmtanf derGruud- 
ebene denWiukél^an, Sein 
Soheitel ist zugleioh ' der 
GrundriB 0' des Kugelmittel- 
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II. Kugel, Zylinder, Kegel. 



den UmriBkreis [0, r] der 
Ktigel (Fig. 81), Danu sincl 
^und Oschoù zwoi Eokpimkte 
des spharîschen Dreieokes. 
Die Normale von Se zu OA 
und (lie Normale tou Ba zu 
06^ schneiden sich im Grund- 
risso S' des dritten Eck- 
punktes uud OS' ist der 
G-ruudriB der zugeborigeii 



punktes (Pig.SS). Nun sei 5 
selbst der MitLeIpunkt einer 
Hîlfskuge], f iir welche dertJm- 
rifîkreis gezeiohnet ist. Die 
Seiikieelite SB zur Ebeiie 
der Soite c sei die Achse eines 
Drelikegels , welclier dièse 
Kiigel beriihrt, imd zwar so, 
daBdieITmri6erzeugeiid6i^^*= 
■ mit S JE"" denWinkel^ bildet. 




Kaate. Erriohtet man in S' 
die Senkreohte zu, OB' bis 
zum Sohnittpuukte S° piit. 
dem UmrîQkreise [0,r], so er- 
hâlt mad die Hdhe B'B^ des 
KugelpuaktesijberderGrmnd- 
ebene. Drefat man die Punkte 
-Ë'I'nach ^^, JP^, so ergeben 
sioh dureh die Veibindungs- 
geraden S^E^md B^F"" die 
Winkel A und G. Dec Grofi- 
kreis, auf welohem die Seite c 
iiegtj ersoheinfc aïs ellipse, 



Ebenso sei die Senkreobte Ê8 
zurBbeuederSeiteadieAobge 
einesDrehkegels, derebenfalls 
jeue Kiigel bertihrt; und zwar 
so, daB die ^Umrifîerzeugende 
W'^mit^i^'^den Winkel-a- 
bildet, Als Berlihrun^skegel 
derselben Kugel haben dièse 
Kegel zwei geràoinsame Tan-' 
.gentialehenon, wolcho clurob 
die, Vorbindungsgorado der 
SpU-nn 7?,SVr^-nr--]-v..If|,.-. 



rar -î-rii 



I.;-.- 
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§ 19. Dus spliariBcIie Drcieok. 
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welche OA aïs hatbe groBe 
Achse bat; die balbe Meino 
Acbse erbalt man duTcb Auf- 
tragen vour auf 5**^^. Hier- 
au3 kann der GiundriB c' der 
Seite e gezeicbnet werden. In 
analogerWeise fiudet raaii a'. 
Um deu dritten Winkel B zii 
erbalten, legt man die Taa- 
geutialebene des Punktes B 
um. Die Tangente bei 5" 
gibt den Punkt iLT^, in welchem 
die Spur t^ sankrecht zu OB' 
ist, oderdieTaugenten^c^uud 
qa geben die Punkte Pj, Q^, 
derenYerbindungsgeradeauob 
t^ ist. Frtiher (§11,3) wurde 
sobon erwabat, daii t^ die 
Polare von B' in bezng auf 
den UmriBkreis ist. Die llm- 
legimg S'^ erbS,lt man danu 
diircb den Haibmesser M^B° 
oder durch die zwei S.tveokeu 

Die Strecken O^c"" uiidOP„^ 
besohreiben bei don Dre- 
hungen Kegel, welcbe sich in ■ 
zwei zur Grundebene sym- 
metnsob liegeudeu Erzeugeu- 
denO^schneideu. fîsergeben 
siob also zwei symme- 
triscbe spbariscbe Droi- 
eokèj welcbe woM dieselben 
Seiten und Winkel avifwei'sen, 
aber nioh^ zur Ceckiing ge- 
braoht werden kaanen., 
n-o Soi-."i't'i/i-.^-:nd,;M 

s !'d ■ lit i -M-'i !. v.i :■,■ 
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ebeuen die verlangten Winkel 
A und CbiUlen. Die Grerade 
i^fS^sohDoidetdieSeitenebenen 
in denPuokton Q,F. Legt man 
dièse Ebenon um, so kommtO 
auf die Seukrecliten bei B zu 
BQnndBP. ZiehtmanausQ 
die Tangente au den umgeleg- 
ten Basiskreis mit dem Mittel- 
puukteJSunddemRadiusiîJ?'^, 
so ergibt sicH die Umlegung 
Ofl. Durcb die Tangents ausP 
an den iimgelegten Basiskreis 
[B, BMJ''] erbait man die Um- 
legung Oc. 2ur Probe mufi 
0'0„^=0'0c'=s6in. Jotztliat 
man die zwei Seiten a^ und c^ 
bereits gefundeu, Die dritte 
Seite 6^ ergibt sîcbdurob Um- 
legung des Dreieckos BOQ, 
n^mlich durcb Ubortragen der 
Streckeii BO^ und QOa nacb 
PO^ und (30^, Oder durcb 
die Spurnormale. 

. Die zwei zur Çrruiidebene 
symmetrisohen Beriibrungs- 
ebenen derHilfskugelergebon 
auob zwei symmetrisobe 
spharisobo Dreieoke, 
welobo, dieaelbou Seiten uncl 
Winkel aufweiafln, aber nicbt 
zurDeckung gebraobt werden 
kôunon. [Das'Dreieok PPQ 
istdieguomonlscbeProjektion 
(II. Bd., § 60, 3) der beideo 
spbariaoheo Dreiecke.] 

T)u B- riibrungsebeueu sind 
iiii I ■ -îllj wenp 
■ I . '-' >{n~B)>(A-~G) 
■.^\. l'y gegenteiligen Falle 
s.-b' id 1 nitmlich BS die 



112 



II. Kuge!, ZyHnclor, Kegel, 



(a + c) > (rr— &) ist; daua 
fuhreii aber zwei solche Er- 
zeugende zu sphârischonDrei- 
eoken, welche statt einer dev 
gegebeneu Seiteii das Siipple- 
meut entlialten. 

Hiermitistauch einefriiher 
(§ 7, 3) erwfllinte Aufgabe ge- 
lost, Siud namiioh OA, OB die 
Spuren e^und/'^zweierEbeneu 
und OB die Schnittgerade der 
Ebeneu, soistbei^^dieivahre 



Hilfskiigel iu roellen Punkteu, 
und dann siud die Beriihrunga- 
ebenen aus -R/S'inmgiuîir. 



Mail kann dieAufgabe auch 
so ausspreohen : „Es soll eine 
Ebene gefunden werdeu, 
welche mit zwei gegeboneu 
Ebeuen (die zur Grimdebene 
iiormal sind) bestiininte Nei- 
gungswinkel bildet." 



GrroBe des Neigungswinkels 
der Ebenen gefunden. 

Aus Eig, 81 kann man uumittelbar dieGruodgleichungen 
der spbârisohen Trigonométrie ablesen: 

BB' = r • sin a sio 0= r ■ sin csiûA 
sina sine sin 6 ^. 
SIDA sin 6, sinj? 
0S=-0JP'00sh-^FB' -sinh 
î' • cos c = r cos a-o(isb-\~r sin a cos G ■ sin h 

cosc = cosftcos& + sinasin6*cos (7.. . Cosinussatz. 
3. Wenn [a, &, G] gegeben 4. Wenn [^1, B, c] gegoben 
ist. so ist im wesentliobeu die- ist, so ware aucb wioder c[\q 
selbeFiguriuandererEeiben- obigePigurin andererReihen- 
folge zu koustruieren. folge berzustBllen. 

[b, a^ FiG), B', Bl E^, P„ [B, 0^ o^ P. E^, A, B, Q, 

DieFigur wiire auoh fUr den , 
Fall [a, 1), g] Oder [a, c,B] ver- 
wendbar. 

"Wenn [A, G, h] gegoben jst 
uud die Seite 6 auf der Grand- 
ebene liegt, so iat die Losuug 
auoh selu- einfaoh (Fig. 83). 
Die Spuren e^, /"^ der beiden 
Seiteuebenen sohlioBen die ■ 
, Seite h ein. In eiuem be- 
Hebigen Punkteu von e^wird 




Flg. 88. 



§ 19. Das apharische DreiecV. 
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5, Eîs sei 

^ = 55 ^ 



eiue Spurnormale m gezeioh- 
net, so dali m' und m"* den 
gegebeneu Wiiikel Â bilden. 
fîiiie Horizontale hj dei' Ebene 
ergibt ;S", ^". Bas reohtwiuk- 
lige Dreieck ;S''*£"^''mit dem 
"Winkel liefert den Abstand 
iiir hjj von /", . Die beiden 
Horizontalen hj und Ajj der 
Ebenen ergebeu oiiien Pnnkt 
JS der Schnittgeraderi. 

Fiir den besonderen Fall, 
daB J.= C ist, wird OB' die 
Halbierungsgerade des 
"Winkels derSpnren ej^,fj_. 

6. Es sei 

^ = 67^0(52^), 

«-45". 



Znuaohst kann (Eig, 84) die Zunachst kann (Fig. 85) die 
Umlegung c^ der Seite c ge- Uinlegang a^ der Seite a auf 




Fig. 84. 

/;irV,:i. I. n -d drn-i rlircM \i:f 
ii-!U'-:-i d.- U r. :.■■.- I MM /." 
ii'-"l'imk H i' lii" ■!■ 'l'A :i|.'n 
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die G-i'undebene gezeiohnot 
und danu duroh Aufti'agen 
des Winkels C bei F der 
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IT. K-Ugel, Zylinder, Kegel. 



Die Senkrechte von Pj zu OB' 
ist die Spuv t^ derTaugential- 
ebeue liw B. DieKanteOC 
liegt auf eiiiem Drehkegel, 
welcher OB als Achse besitzt. 
Auf der Taiigeutialebeiie hat 
dieser Kegel eiiieu Basiskreis 
mit deni Mittelpunkte-B iind 
einemRadiuss, cleu maii durch 
Aiitragen der Seite a" bei 
OBc findet. Der Kreis mit 
dem Mittelpiinkte B'^ und 
dem Badins s sobneidet die 
Spiir fj iu zwei PiiukÈeu Qj 
und Çjj, aus welohen sien 
die Scbuitterzeiigeiiden des 
Kegels mit der Griindebeue 
uod sohin im allgemeiuen 
awei mciglicbô Eckpunkte 
Gj-, Cjj ergeben. 

Weuii s>BP^ ist, so wird 
der Puiikt G^ uubi-aucbbar, 
da das zugeborige Dreieck 
entweder uicht die Seite a oder 
nicbt deu Wiukel A (sondern 
das Supplemeot) eiitbalt. 



"WenD s<BM. ist, 



so 



werden die Eckpunkte Gj- und 
Gjj- imaginai'. 



Eiue geuauere Diskussion, 
bei welober J.^7r/g und c^nj^ 
vorausgesetzt wird, zeigt: 

tjDas spliarisohe Dreîeok ist 
durcb zwei Seiten a, c uud 
den gegeniiberhegendfiD "Win- 



Punkt B' gofunden werden, 
Die Senkrecbte von Q^ zu 
OB' ist wieder die Spur t. 
der Beruhrungsobene fiir B. 
Zieht mail durch B'* eine 
Gerade, welche mit der Yer- 
lângeruug von FB' deii 
Winkel A bildet, so ist der 
Kreis [B', B' E^] die Basis 
eines Drehkegels, dessen Be- 
riihrangsebeneu durcli JSgebeii 
und mit der Grundebeue einen 
Neiguiigswiukel A bilden. 
Duroli die Kaute OB gebeii 
zwei Tangentialebeuen an 
diesen KegeJ, deren Spuren die 
Taugenten OB^ und OPjj an 
den Basiskreis sind, Daraus 
ergeben sich im. allgemeinen 
zwoi môglicbo Eckpuukte 
Aj-,Aj,. 

Dabei ist die eine Kaute 
OAj uaoh abwiirts gericbtot, 
wahrond OA^j- in die Ver- 
laugerung der Tangente naob 
aufwÈirts failt. In dem an- 
geuonimenen Beiapiele wird 
aber der Pnukt^j^ unbraucb- 
bar, weii das Dreieck Aj/B G 
nicht den Wiukel A, sondern 
daa Supplément entb ait. Weun 
der Radins B'E^>B'0 ist, 
so werden die Tangenteu, 
also aucb die Eckpunkte A^ 
uud Ajj- imaginer, 

Eiue genauere Diskusflion, 
bei welcher a^nj^ und C^n[^ 
vorausgesetzt wird, zeigt: 

„Das spharische Dreieck 
ist durch zwei "Winkel A^ G 
und die 'gegeniiberliegende 
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kel A uur daun eiudeutig Seite rt nur daiin eindeutig 

bestiinmt, wouu a zwisohen bestinimt, wenn A zwisohen 

c imd {tt—c) ist, soiist er- G und [n—G) isfc; sonst er- 

geben sich zwei gewôhulîclie gebeu sioh zwei gewôbnlicho 

Dreieoke oder zwei solcbe, Dreiecke odor zwei solcbe, 

bei wolchen h and B iiber- bei welchen B imd h iibor- 

stumpf siiidj oder zwei solohe, stumpf sind, odei- zwei solcbe, 

bei welcben der Eckpunkt G bei welchen der Bckpuukt A 

imaginai' ist." imaginai' ist."^^ 

Ubungsaufgabeo; 1. iTur ein sphîîrisohes Dreieck iat die Siitnme 
aweier Seiten (ft + 6), die drïtte Seite c und der gageniiborliegende 
"Winkel G gegeben. Bosouderer Fall: = 7i/a. 

2 Die Bumme der drei Seiten (a + Ô-j-c) uûd die zwoi "Winkel A 
und G sind gegeben. 

3. Mttn soll fiir ein apharisches Dreieck die Hohen (dea Hohen- 
schnîttpuukt), den umachnebenen Kreia und den eingeschriebenen Kreis 
konalniieren. 

i Der Schoitel emes Winkela c ist gegeben durch 0", 0'. Die 
Schenkel dea "Winkels scbUeBen mit der Vertikalen z die Winkel a, und h 
ein. "Wie groC iat die Proiektion C dea "Winkela? — Reduktioa ejnea 
Wmkels auf den Horlzont - — Umgekehrfc: Mnn aoll ans der Projekfcion 
den AVinkel im Hnume finden. 

B. Es ist die geographische Lauge X und die geographiache Breito (3 
fiir zwei Orte der Erde (Mittelpunkfc 0, Erdaohae z^ Nnllmeridian in 
der Aufrifiebene) gegeben. ilan aoll den Aufriû und die wahre GroCe 
dea kiirzestea VerbindungswegeH finden. 

6, Es ist eine Ebene gegeben (Spurej, Keigungswïnkel Si=n/g). 
Au£ der Ebene liegt eiu "Winkel S—nli. Die Spuren JB^ und T^ der 
beideo Schenkel aind gegeben uud die Projekfcion dos Winkela soll 
S' = (J^j^ -\- njg) sein [i, S, hbj (Hilfakugel durch zwei Ereiafl). 

7, Ëa sind Gerade zu finden, weloho gegen die Grimdebene den 
Bmfallawinkel e^ und gegen die Aufrifiebene den Einfallawinkel e^ 
anfweisen [a = 7t/:^, & = *'ii 0=82] (aile -i lidaungen aind brauchbar), 

8. Es aind Ébeuen zu auchen, welolie gegen Qrund- und Aiifriiî- 
ebene die Neigungawinkel A und C aufweiaen. 

9. Ea aind Gerade geaucht, welche zwei windaohiefe Gerade s, t 
unter den "Winkeln o und sohneiden. i 



§ 20. Ebene Schnitte eines aufrecliten Kreisicegels. 

1. Ein aufrechter Kreiskegel (Drelikegel), dessen 
Acbae vertikal ist und mit den Erzeugendon deu "Winkol ;5 
bildet, forner eine zur Aufrifiebene normale Ebene e, weloho 
mit der Kegelachse den Winkel a bildet, seien gegobon. Die 
S ch n i ttli n i e des Kegels mit der Ebetie aoll untersnobt werden. 

8* 



Jtl6 II. Eugel, Zylinder, Kegel, 

Es siiul (la die drei augeascheinlich voi-schiedoneu Fâlle zu 
unterscheiden : 

Die zugehôrigon Kegelschnitte heiBeu; 

Ellipse, Parabel, Hyperbel. 




i'ig. 86. 

2. Ein beliebigerPuDktîTderSohni'ttliuie ergibt aioh 
als Schnittpuakt einer Kegelerzeugenden 811 mit der Ebene g; 
seine Projeiitionensind 2"'(auf derSpiireg derEbenee) uud T' 
(auf dein Grundrisse des Kreises mit dem Radius MN). 

Diefîbene, welobe duroh dieKegelfiohse normal zurEbeue e 
gehb, ist eine Symmetrieebeiie fUr beide Gebilde. Sie sohueidet 
den Kegel iu zwei fîrzeiigenden (in deuFJguren siud es die 
UmriBerzeugeiideD), auf welolien aioh die Sohnittpunkte Aj- 
und Aij- ergeben. Im zweitoo Pallô ist die eioe fîrzeugende 
zur Bbene s parallel, daber riickt der eine Sohnittpilnkt ius 
UneudJîohe. . "■ 

Die Orthogoualprojektion , der Kegelaohse auf 
die aoliueideude Ebene ist eine Symmetrleaobs^e des 
Kegelschuittes. Auf ilir liegen z.wei Scbeitel -4j, Âjj\ 
bei der Parabel ist nur ein SchoitelX vorbandeu, der.. 
andere ist uueigeutlïch. 
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Der AufriB des Kegelschnittes ist im ersten JFalle die 
Stuecke AjAjj auf e^, im zweiton Falle reioht er von J. bis ina 
Unendliche, im dritteu Falle ist er die Nebenstreoke von AjAjj;. 
Die £lbene schneidpt da in beide Telle des Kegels oiii, die 
Hyperbol bat zwoi Aste. 

Unter den Kiigein, welohe deu Drebkegel laugs eines 
Parallelirreises beriibren, gibt es zwei, welohe auch die gegebene 
Ebene beriihren. Ibre scboinbaren Umrisse sind bei der vor- 
liegenden Anuahme dis Kreise, ivelche die Spur e^ der Ebene 
und die UmriBerzeugenden des Kegels beriihren. Ibre Mittel- 
punkte OjT, CU ergeben sicb auf der Kegelachse durch Halbieron 
der Winkel'bel AjimdAjj-, Die Kugeln beriihren die Ebene 
in den PuBpunkten Fj und ^j der Normalen aus Oj und Ojj 
auf die Ebene £, ferner den Kegel in zweiKreisen, welohe von 
den FuBpuukten G und ^der Normalen aus Oj und Ojj auf 
die UmriBerzeugende bescbrieben werden. Die Erzeugendo SR 
trifft dièse beiden Kreise in den Punkten /und K. Im zweiten 
Ealle riioken wieder Ojj, Fjj, S imà Kins Unendliohe. 

Nun ist uach einem frliber (§ 12,2) erwîihnten Satze 
im ersten Falle: im dritten Falle: 

TFjr = TK] "^ ' TFn== TKJ 



TFj-\~ TF^j. = JK=== QH TFj-TFj^ = JK= GIL'') 

Insbesondere ist filr die beiden Soheitel Aj und Aj-j 

Aj Fj-^-Aj Fjj=GH, ^i| F^-Aj: F^j-^-GH, 

AiFt.-^^iiFu-=GS:. A,,F,-A,,Fj,^' GK 

Duroh Addition ergibt Durch Subtraktion der 

sich: oberen Grleicbnng erhfilt man: 

AjAjj- -j- AjA^j = 2 X G H, AjAjj- + AjA^j^ = 2 X GS, 

^^'"^ AjAj.,^GB ^^^°, A,A,,^GB , 

^°^^ TP;^^TFj^='A^Àjj-. ^""^ TF;^~TFj^ = A^Aj^. 

Dabeiist. A,Aj,^GM=OjO,,-om^, ' 

Fj-Fjj; = OjOjj • ooa a. • 



*■) J"ur den anderen Ast der Hyperbel ist au setzcn [ — G-S]. 



118 II. Kngel, Zylinder, Kegel. 

Die Punkte Fj, Ftj heiBeii die Brennpunkte und die 
Strecken TFj md TFj^ die LeiistT&hlea des Kegolschnittes.^ 

Fiirjeden Pimkt einer J'ttr jeden Fnnkt einer 

Ellipse istdieSiimmo der Hyperbel ist die Diffe- 
Leitstralilea gleiob der renz der Leitstrahlen 
grofieii Aohse. gleioh der reellen Aohse. 

fiine beliebige demKegel eingeschriebonG Kugel mit dem 
Mittelpuokto ist mit den beiden die Ebene berUhrenden 
Kugeln perspektiv ahnlicb, wobei dio Spitze S das Âhnlicli- 
keitszeutrum ist. Zieht mau in dieser Kugel den Durchmesser 
^jFjj, welçher zurEbeue e normal ist, so istO-2^gleiobsinnig 
parallel zn O^i^ imd OFjj gleiohsinuig parallel zu OjjFj-j] 
daberliegen diePnnkte^j,^undebenso^jj,i^jauf Strablen 
ans 8. ATaii kann also die Brennpunkte i^ und Fj^ aucb ans 
einer beliebigen eingesohriebeuen Kugel erbalteu, indein man 
die Endpunkte J^, Ejj des zur Ebene norraalen Kugelduroh- 
messers ans jS' aut die Ebene projiziert. 

3. DieTaugoutei der Schnittliuie ist die Sohnitt- 
gerade derTaogentialebene t des Kegels laugs der Erzeugen- 
den 811 mit der Ebene s. Bio Spur t^ der Taiigentialebene 
trifft die Spure^^ der Ebene e in einem Pnnkte, der mit^ ver- 
bunden die Tangente t liefert. î?Tacb einem frtiber (§ 12, 3) or- 
■wiihnteu Satze ist , 

^TFjt^-^TJt und ^TF^^t-^^TKt. 

Nun ist aber ^TJt = <TKt, 

und zwar im ersten Ealle aïs Sobeitelwinkel nnd im dritteu 
Falle als derselbe Winkel. 

Es ist also auoh , ^ TF^t^^TFjjt 

Die Tangente der -Die Tangente der Hy- 

EUipse halbiert den perbel balbiert den Win- 

Nebeirwiukel der Leit- kel der Leitstrahlen des 

s trahie n dosBeriibrungs- Bériihruugspunktes. 
puuktes*). 

*) Nach dieserEigenachaft werdenLioht- und Warmestrahlen, welche 
von Fj ausgehen, durch Spiegeluog an der Ellipse in Fjj wiader ver- 
eiuigt, wodurch an dieser Sfcelle die fîntziindung eines Brennstoffea 
herbeigefiihrt werden kann. Diea reohtfertigt bei der Blhpse und 
auoh bei der Parabel den Aosdruok „B>"ennpun^fc", Bei der Hyperbel 
wiirde nur fiir konvergente Strahlen etwaa Ahnliojies eintreten. 
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Fiiv die Parabel ist zu beachteii, dafi der zweite Leit- 
strahl immer zur Achse parallel ist. 

Dreht man deo Puukt^j auf die andere UniriBerzougende 
nach Aj, so liegeu die Pimkte Aj und Ajj bei der JJUipse von 
G und H um AjFj nu A AjjFjj uach einwârts, bei derHyporbel 
nach auswârts. Die Streoke jij!^lj^ ist also der doppeltea 
ExzeDtrizitât 2c des Kegelsohnittes gJeich. Zwisoheu 
den Beruhrungskreisen liegt auf jeder Brzeiigenden die Strecko 
2 a, zwischen den Scheitelparallelkreiseii die Strecke 2 c. 

é. Die Ebono b wird von den Ebenen der beiden Bq- 
rlibTungskreiso in Geraden dj und djj gesohuitten, weloho im 
Aufrisse als Funkte X)j uad Djj erscheinen. Dièse Geraden 
heiÛen die Leitgeradeo (Direktrix). Der Abstand eines 
Punktes T des Kogelsohnittes von der eineu Geraden dj er- 
soheint aïs T"Z)j in wabrer GrôBe. 

Nunist TFj=TJ = NQ 

und Tdj=T"Dj. 

Ans der Eigur folgt uuter Auwendung des Sinussatzes auf 
das Dreiook DjOAjj; 

TFj_ NG Ajj& _ slnDj- 

Tdj ~~ T"I>j ^ Ajj-Dj ~ sin G ' 

TFj; _ ces g _ FjF^j- _ c 

Tdj cos ^ AjAjj- a 

Etir jeden Punkt T eines Kegelschnittes ist das 
Yerhaituis des Abstandes von einem Brennpunkte 
zura Abstande von der zugehorigon Leitgeraden 
konstant, und zwar bei der Ellipse kleiner als 1, 
bei der Parabel gleich 1 und bei der Hyperbol 
groiier als 1. Die tjmkehïung folgt ans § 21. 

5. Der Kegelschnitt und der Basiskreis 'oder iiberhaupt 
die Ebene e und die Basisebone stehen in folgouder Beziehung: 

1'. fîntsprechende Punkte (T, E) liegeu auf Geraden, welche 
duroh deu Punkt ;ïgehen, 

2. Eutspreoheude Gerade {t, t^) schneiden sioh inPunkteu, 
' welohe auf der Geraden e, hegon. 

3. Bei Inzidenz vou Tund t sind auch B uud t^^ inzident. 
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Dièse Vorwaiidtsohaft ist eine Verallgemeinei'ung cler per- 
spektiven Affiiiitat untl hoiBt perspektive KolUneation, 
Der Kegelschiiitt ist mit dem Basiskreise perspektiv kolH- 
iiear. I)er Punkt S JioiBt das KolliaeationszeQtruin imd 
dio Gerade e^ die KoUineationsachse. Aus der Verwaudt- 
sohaft ist zu erselien, dali eine Gerade g mit dem Kegel- 
schoitts ebenso wiD beirn Kreise zwei Sohnittpunkte ergibt 
und dafi inaii ans eiiiem Pimkte P zwei Tangouten an den 
Kegelsoliuitt zieheo kaon. 

Ber Kegelsohnitt ist eine Linio 2, Orduung und 
eine Kurre 2. Klasse. 

Die Poiaritîit des Kreises wird diircii die Koliineâtion in 
die Poiaritiit des Kegelschnittes iiborgefUlirt, 

Es ist noch hervorzuliebea, daiS sioli bei der Kollineation 
die uneigentlichen Geradeu der Ebeiieu niolit mehr eut- 
spreclien. Der uueigentlicheu Geraden der Ebeae e entspriolit 
die Spwr f^ der dnrob /Sparallel zn e gebenden Ebene (p; der 
uueigentliolien Geradeu der Basisebene entspriobt die Sobnitt- 
gerade v der duroli jS^ parallel zur Basisebene gehenden Ebeue 
mit E. Man uennt fj die Eluobtgerade und v die Ver- 
sohwiudungsgerade. 

îm ersteu ffallo sohneidet f^ den Basiskreis in zwei ima- 

ginJiren Puukten; daher bat die Ellipse zwei iraaginare 

uneigentliclie Punkte (sie verlauft gauz im Eudliohen). 

Im zweiten Ealle ist f^ eine Tangente des Basiskreiaes, bat 

aiso bei Q zwei vereiuigte Sobnittpunkte; daher bat die. 

Parabel zwei vereinigte uneigentliclie Punkte als 

zweiten Scbeitel und die uueigeutliohe Gerade 

selbst als zugehôrige Tangente. Der uoeigentliobe 

Scbeitel ist als Pol der uneigentlicben Geraden aucli als Mittel- 

punkt der Parabel zu betraobten. Der Kreis[0, »] fUr die 

Ellipse geht hier in die Sobeiteltangente ilber, woraua'sioh 

wieder eine Konstruktion derTangenten aus ôinera Punkte an 

die Parabel (§ 13, 8) ergibt. Im driiten Ealle scbneidet f^ deii 

Kreis in zwei reellen Punkfcen Qj, Q^jr, welobe zwei réelle 

uneigentliohe Punkte Uj, Ujj der Hyperbel lisfern, 

da die Erzeugenden ,SQj und i^Q. ru ., ■;. i, .:i,-' ^ii:d. Dl- /u 

/S'Qf gebdrigeTangentialebene " n' -m ■ S;-i i <■■.. h-' '^■■iiniM- 

gerade dieser Taugentialebene .i» ■ , ;- l>i .hiiv ■ ,.,..1 S-'Imi ■- 

pùukt Yon u^ mit e^ parallel zu ùy^ ■■\;\ i-! di- / n. )' ■> ; ■ / 

geborige Tangente % der HyperbeJ. .\)\ i_'.i, li.-l-. ïjm ;-..■ ■"■ 
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eines uueigeutlichen Punktes eiuer Linie lieiBt Asymptote", 
Der Sohnittpunkt der Ijeideu Asymptoten u^, t(jj ist als Pol 
der iineigentlichen Geraden der Mittelpunkt der JËyporbel. 

6. Der GrundriB desKegelschnittes stelit mit dem 
Basiskreise iu derselben Verwandtschaft. Daboi ist S' 
das Kollineatioiiszentrum uiid v' die Yersobwindungsgerade. 

Jedor Puukt 2" hat vora Punkt ;S" einen Abstand^T' 
= MN uud vou der Goradeu v' eiiien Abstaud r'i'= T"L". 
Bezeiobnet maii die Streoke SM=V^L" mit li, so foigt aus 
dem rechtwiukligen Dreiecke S" MN 

MN == h -tg^ 

imd aus dem rechtwinkligen Dreiecke V^L"T" 

Es ist also 

T'S' ^_ tgj5 . 
T'v' tga ■ 

Fiir a^8 ist -^$1. 

<' tga > 

Der Normalrili des Kegelsoboittes auf der Ebene 
des Basiskreises ist ein gleioliartiger Kegelsohnitt, 
welober deu NormalriB S' der Spitze aïs Brennpnukt 
ïind deti NormalriB î;' der Verscbwindungsgeradeii y 
als Leitgerade besitzt. 

Die Horizontale S" V^ ist der viei'te harmonische Straiil' 
zur Kegelachse in bezug auf die beideu UmrilîerzeugQnden; 
daber ist, v die Polare des Sohnîttpunktes dor Kegelaobse 
mit e iind v' ist die Polare Ton S'. 

„Die Leitgerade ist die Polare des Brenupuuktes ia bezug 
auf deu Kegeisohuitt," 

Die durch S gebende Horizontale der Berlibrungsebene 
langs der Kegelerzeugenden SB gebt durch den Sobnittpunkt 
vou t und y; ira Grundnsse eraobeint sie normal zu S'B'. 

„Die Streoke der Tangente eines Kegelaobnittes vom 
Beriibruugspunkte bis znr Leitgeraden erscbeiut aus dem zu- 
gehSrigen Breunpunkte unter einera Kecbtwinkel." 

;;l3t die Ebene s uiebt zur AnfiùBebene normal,' 
=0 \'r ! M Ml d-i!'-'i "\î':'-\\\\}.' .' : ■■■ .■ Projektionsebene 
od, r ■.■ii.'li h- ■!■ :i _' . ■■ ,i|. !)■ ,.-i.v.. ;.i|| den bescliriebeuen 
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Fall zuriickkommeu. Der AufriB des Kegelschiiittes ist daim 
eiii gleiohartiger Kegeischnitt, flir welcheii die Aufrisse der 
Aohseu konjugierte Durchniesser sind. -Er beriihrt den scheiu- 
bareii UniriB doppelt, namlioh in den Âiifrissea der Piinkte, 
welciie aiif den UmviBerzeugenden liegen und bei welchen 
der Kegeischnitt uiisîcbtbar wird. 



§ 21. Umkehnmgsaufgabe ilber die ebeiien Sclinitte 
eines Drelikegels; Zeichnen (1er Kegelsclmitte. 

1. Die Unikebraiigsaufgabja iiber die ebeneii Schnitte 
eiues Brelikegels kaiin in zweifaclier Weise gesteltt und gelost 
werden : 

Bill Drehkogel [S, 0, /5] und ein Kegeischnitt [AjAjj, FjFjj] 
sind gegeben; man soll 

a) den Kegeischnitt auf den gegebenen Drehkogel 
legeu, 

/?) den Ûrehkegel durch den gegebenen Kegei- 
schnitt legen,^^ 

Die Aufgabo a) kann fiir die Ellipse und Hyper bel 
(Fig. 89 c) nach derScbluBbemerkungTon §30,3 gelost werden. 
Man stelit ein Hilfsdreieek FQB her, inclem man von P ans 
die doppelte Exzentrizitât 2e auf der UmriBerzeugonden dea 
Kegels {Pig 89a, b) auftragt. Der Endpunkt Q ist der Mittel- 
punkt eines Kreises mit der Hauptachse 2a als Eadius, woraus 
sicli der Eckpunkt E ergibt. Verschiebd man die Seite PQ 
auf der Umiifierzeugenden, bis der Punkt H auf die andere 
UmriBerzeugende kommt, so geht die Seite i2 Q in die Haupt- 
achse AjAjj- des ebeneu Sobnittes liber, weloher dem gegebenen 
Kegelschnitte kongruent ist, Der zweite Schnittpuukt M des 
Kreises fiihrt zu einem symmetriscb liegeuden ebenfalis Jcou- 
gruenten Kegeischnitt. Auf den gegebenen Kegel kann man 
jede beliebige Ellipse legen, aber nur solche Hypèrbeln, fiir 
welohe 2 a > 2 c oos /9 ist. 

Fiir die Parabel (Fig. 90b) stelit man ein Hilfsdreieek 
SFQ ber, indem man von S aus don halbon Parameterjj/g auf 
der UmriBerzeugenden des Kegels (Fig. 90 a) auftragt. Im 
Endpunkt F errichtet man élue Senkrechte zu dieser Erzeu- 
genden und in ^eine Senkrechte zu ^, so ergibt siob der Eck- 
punkt Q. Verscbiebt man das Dreieclc parallel zur andern 
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XJmriBerzeugeiuleD, bis Q aiif z (naoh 0) konimt, dann geht 
clerEckpunkt jSin deu Seheitel A oities Parabelscbnittes liber, 
weicher der segebeneii Farabel kongruent isfc, 

^^br die Aiifgabe ^) soi zunKchst eine Ellipse auf der 
Grundebenb so angenommen, dafi die groBe Aohse AjAjj auf 
der Bildachse liegt (jFig. 89 c). Da die groBe Achse dioOrtho- 
gonalprojektion derKegelaohse ist, so imiC die Achse uud die 




Fig. 00 b. 



Spitze desKegelg auf der AufriBebeue liegeii, Es sei min eiiie 
Kugel gedacht, welohe die Griiudebeue im Brennpunkie.i^rr 
berilbrt. IhrMittelpuuktOj^liegt anf derNormalon zur Griind- 
ebene im Piiuktei^j-, Ihr scbeinbarer UmriB kaiin soforL ge- 
zeicbiiet werden. Zieht man aus Aj und Aj^ die Tangenten an 
deu TJinrilikreis, so scliueiden sie sich iu einem Piuikte S. 
Ibre Berûbrungspuiikte soien (xj und- Gjj. Botraohtet man S 
als Spitze eînes Berlihrnngskegels der Kugel, so ist'der Scbuitt 
dièses Kegels mit der Grundebene eine Ellipse, yf&lche AjÂjj 
als groi3e Achso und ^jj'alç Brennpnnkt liât. Dièse Schnîtt- 
linie muB mit der gegebeneu Ellipse identisch sein, weil duroh 
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di6 groBe Achse uiul eineu Brcnnpunkt die Bliipse eindeiitig 
bestimmt ist. Es ist aiso eiii Drebkegel gefunden, welcher 
durcli die gegebeiie Ellipse geht. 

NiiQ gibfc esoo'Kugeli], welche die Gnioclebene imPunkto^j 
beriihren, und jede solche Kiigel gibt einen neuen'Drebkegel, 
welcher dureb die Ellipse geht. Die Spitzou dieser Kegel bildeii 
eiiie Liiiie, fttr welche man leicht eme charakteristisobe Eigen- 
scbaft aiigeben 'kann. 

Es ist 

und SÂj. = SG^\i'G^Âj, 

SAj,=SG,,~iGjjA-, 

aiso SAj-SAjj'^ Gi^i-z ^lAii^^i^n-^ii^ii 
Oder SAj-SAjj^-Fj-Fu, 

„Die Spitzen der co^ Drebkegel, welche durob eiue 
Ellipse gehen, bilden eine Ryperbei, welche auf der diircb 
die Haiiptacbse gehenden, senkrechten Ebene liegt, die Scheitel 
der Ellipse als Brennpunkte und die Brennpuukte der Ellipse 
als Soboitol bat. Die Achseu der DrehkegeJ aiod dje 
Taugeiiten der Hyperbel, iusbesondere sind die Aobsen der 
beiden Drobzylinder die Asymptoteo der Hyperbel," 

Piir dièse Kegel niiumt derWinkel /î aile Werte von bis 
7i/g an. lu eine gegebeue Ellipse paCt aIso jeder beliebige 
Drehkegel. 

Sojleu nmgekehrt durch die gefundone fiyperbel Dreb- 
kegel gelegt werden, so denkt iiiau sioh eineKugol, welche die 
AufriBebene im PunJtt J-j- beriihrt. Ziebt man aua J^ und Fji 
die Tnugenten an den UmriBkreis dieser Kugel, go ist ihr' 
Sohoittpunkt T die Spitze eines solohen Kegels. PUr den 
Puukt T ist dann TFj-\-TFjj'^AjAjj. und als Linie der' 
Spitzen ergibt sich die ursprunglicbe Ellipse, Die Bezieliuug 
der beiden Linien (Eokalkegelschnitte) ist aIso eine'weohsel- 
seitige und der obige Satz^bleibt auob ricbtig, wenn raau 
j.iïyperbBl" und „Bllips6" Yortausobt. Hier nimmt aber der 
"Winkel/Î fJir dièse Kegel nicbt al!r "W.-rh^ b's r', n-, çriudv'n 
der kleinsteWinkel ist Jener, welche-; d e A-ynii'i ! i un 'i'- 
reellen Achse blldqnj bei welche n jiI«"' ;j: ;v '-■ ■' ■'■'' '" 

eine gegebene Hyperbel passen '*■■. -i !'• i. Dii-hlci-y i. 

fUr welche derWinkel/Szwisohen (i n t'i ■ m/m' ^ i'm'Î-' 'i-v. 
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Uuter cleii oo^ Kegein sind nooh jeiie aiifziisuclieiij welcho 
ail der Spitze deiî gegebeuen Winkel 2/? besitzen, Za diesem 
Zweoke zeichnot man bei dor Ellipse don Kreis, welcher 
die Hanptachse als Sehne iind den Wiiikel 2/3 als ziigehdrigeu 
Periplieriewiukel besitzt. Zwei von den Schnittpiinktou des 
Kreises mit der ï^okalhyperbel sind Spitzen von mdgliohen 
Kegeln. Dièse Punkte siud aiich die Beriihrungspiiûkte der 
Tangenteii ans demSûhûittpuiikte desKreises mit derNeben-" 
aohse der Ellipse, se daB sie mit Lineal uud Zirkel gefuuden 
werdeii kônnen, ohne dio Hyperbel zu zeiobueu. Fiir die 
Hyperbel ist der Yorgang aiialog. 

Nimmt man mm auf der Grundebeno eino Parabel 
[A, F] an (Fig. 90 b), legt eineKugel, weloho in ^die Gruud- 
ebeue berlihrt, und zieht ausit uud^loodieTaugeutenaaihren 
UmriBkreis, so ist wieder S die Spitze und^^O (ïieAchse eines 
Drehkegels, der durcli diegegebeneParabel gelit. Macht man 
0-j^£!s=GjA=AFu.nd zielit diirch^eiue Parallèles zurLeit- 
geraden d, so' ist SGj=SGjj und SA = Se. Die Punkto S 
bildeu aiso eiae Parabel, welobe A aïs Brennpnnkt und e als 
Leitgerade besitzt. 

„Die, Spitzen der oo'- Drelikegel, welche dnroh eine 
Parabel gehen, bilden eine gleiche Parabel, welche auf 
der duToh die Aohse gebeuden, senkrechten Ebeue Hegt, den 
Scheitei dergegebenen Parabel als Brennpunkt und den Brenn- 
pnnkt als Soheitel hat. Die Aohsen der Drehkegel sind die 
Tangeuten dieser Parabel," 

Die Beziehung der beiden Parabeln ist eine wecbselseitigo. 
Der Winkel /? nimmt dabei aile Werte von bis jr/j an. In 
eine gegebene Parabel paBt also jeder beliebige Drehkogel. 
Es' ist der Strahl AO unterMem Winkel {tzJ^—^) zu zieboQj 
um die Aohse uud Spitze des passenden Kegels zu flnden. 

2. a) Es sei wieder eine Parabel [X, ^J wie vorhin auf 
der Grundebene gewahlt (Eig. 91) und duroh dièse Parabel 
jener Drehkegel gelegt, fiir welchen /S = 3r/j ist, Die iu J''die 
Grundebene berilbrende Kugel hat dann einen Radius, weloher 
dem halben Parameter^Jï'glôioh ist. ^in beliebiger PunktO 
d.'' D:. li. i li-j 1- d- 1 Ml .•'! ii-Mii il,'-! K'i.'--'. '.^i','!.! den 
K' ...-1 l'iii.> ! --^ \ ■■■:.- '1/. 1/V !,-i , h." ■.!..■ ■.■ (Iiund- 

I b"- ■ !:'. i' ■ !\!--!-- ■;''>' d- . y li- i.-i <f : < -M r | nnkt 

u-!Î (/Q .lU iî ' : ■!- 'ij \) ■"■\'\':' -v.-i - ■ i--„'!.. zwei 
S,'i. i.inii.a.ï'/'.. /■ .d-i--i.Ai!.i. 7 !-. '^■r ■ ; , v ■■ M ' N" 
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mit der Bildachse liegt, iiud welche der Sohiiittparabel an- 
gehdren. Lie Grundspuren der Tangentialeboneu der Kugel 
nnd des Kegelsîm dièse Pm\ktesiQc\:tj±0'Tj mu] tjj.LO'Tj-j. 
Sie sind die Tangeuten der Parabel fur die Punkte 
TfUnd Tjji derKreis [0',0'Q] ist aiso ein doppelt be- 
ruhreiider Kreis der Parabel, Dq.O'N"=%} iind Winlcel 
0'N"T"=7iU ist, so ist auob 0'T"=2). 

j,Die Subuormale der Parabel ist konstaut, dem Para- 
meter gletoh." 

Der Pol M der Geraden Tj^jj liegt aiif der Acbse so, daiï 
MA=A T" ist, vfeWJR, T" mit den beiden Scbeiteln, vou weiohen 
der eine uueigentlioh ist, vier harmonische Panlite bildeii. 




Flg. 02. , 



„Die Subtangente der Parabel ist der doppelteu Abszisse 
gleicb." 

Bezeicbuet man AT" mit x und T" Tj mit y, so folgt aas 
dem reobtwiukiigen Dreieoke O'BTj die Grleiobung der 
Parabel: y^=.2px. 

Riickt der Kugelmittelpuukt iu den Sohnîttpuukt Ka 
der Drehaobse mit der Grruodebeue, so wird der Radius der 
Kugel und des Schnittkreisés gleiob p. Die beideu Punkte 
Tj, T^j rUokeo nach A, so daB der Sohnittkreis bier vier be- 
oaclibarte Punkte mit der Parabel gemeiu bat; daher^ist er 
derKriimmuiigskreis fiir den Scheitel A, der PanktZ'i 
ist der zugebôrige Kriimmungsmittelpuukt und ^A=i' der 
Xriimmungsradias. Aulier Punkten und Tangeuten wird dieser 
ICreia beim Zeiobnen'der Parabel beniitzt. 
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Biiokt derPunktOweiterhinauf, so ergebeii sioh zunaolist 
Schnittkreise, welobs in îmaginÈlveQ Pmikten beruhreii. Wird 
derEadius gleioh^/g, so erhalt iimu eineiiNullkreis beii^und 
dann imaginare Schnittkreise. 

/5) Ein Drebkegelj welcher die Bildaehse als Drebaohse be- 
sitzt, werdemit einer Bbene egesobnitteû, welobo ini Abstaude?; 
ziir Aufnliebene parallel ist (Fig. 92). Dio Spnr % derEbene 
ist im Abstande h zur Aohse parallel. Ber AufriB der Sclinitt- 
byperbel bat die Spitze S als Mittelpunkt iitid die UmriB- 
erzengeuden %, Ujj als Asymptoten, ferner A'^, Ajj- als Scbeitel. 

Ein boliebiger Puukt dor Achso ist wieder der Mittel- 
punkt einer Kugel, welobe làngs eines Kreisos IM,MN] den 
Kegel beriibrt und die Ebene e in eiuem Kreise solineidet, 
welcber den Eulipunkt P aus auf e als Mittelpunkt und dio 
baibeSehneP'Q'des UrariBkreises a.uie^ als Radius bat. Ber 
Aufrifi des Schnittkreises erscheint in wabrer Grôfîe und bat 
F"=-0 als Mittelpuukt. Ber BeiiibrungskreisiindderSobnîtt- 
kreis ergeben zwei Piinkte Tf, Tjj der Sobnittliyperbel. Ibr 
GrundriB T' ist der Sobnittpunkt von MN' mit. e^; ibre Auf- 
risse T^', Tj^ sind dio Schuittpunkte vou MN mit dem Auf- 
risse des Schnittkreises. Bie Frontalen der Tangentialebenen 
der Kugel und des -Kegels fiir die gefundenon Punkte sind 
t'j-LOT^ und t''j.A.OT^'j. Sie sind die Tangenten der 
Hyperbol fur die Punkte T'-^ m^AT^'f, der Kreis [0, P' Q'] 
ist ein doppelt beriibrendor Kreis dor Hyperbol. 

Bezeicbnet man 8M mit x und MT^' mit y, so ist 
MTi^^MN, TjT^'=h, MN:x = b:a, und aus dem rechl- 
Tvinkligeu Breiecko MT^T^' îolgt nun die Gleiebnng der 
Hyperbel: 

Ist ^ = 7i/^, SO wird der Abstand & = a.und man erbUlt 
eino gleiohseitige Hyperbel. Ihre Asymptoten sind zu- 
einander normal und ihre Gleichung belBt: 

x^-y^ = a\ 

Eiiokt der Puukt i\''in den Sobnittpunkt /der Asymptote Wj 
mit derScbôiteltangente, so kommt der PunktO in den Sobnitt- 
punkt ^a dorNormalen bei /zur Asymptote Mj mit der Acbse, 
Ber AufriB des Sohnittkreisos bat dann K^ als Mittelpunkt und 
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KjiAjj als Radius. Die Berlilirungspuiikte T}' uncl Tj'j- ver- 
eiuigeii sich dann bei Aj^; dahor ist dieser Kreis der Kriim- 
mungskreis fiir den Schoitel A'/j. 

Fur dasZeiohneuderHyperbel werdenauBerPunkten 
und Tangenten besondors die Krlimmungski'eise fiir die beiden 
Schoitel beniltzt, Anderseits ist zu beachteo, daB die Hyperbel 
in ihi'em weiteren Yerlaiife nahezu geradlinig wird uod sich 
dabei den Asymptoteu uahert. 

Der Mittelpunkt einerKugeJ.welohe auch die scbueidende 
Ebeiie berubrt, Jiegt. auf der Halbierungsgeradeu des Winkels 
bei vij. Sir ist jetzt auoh der AufriB F" eines Brennpunktea 
der Schnitthyperbel. Weil nun beii^" ein Wechselwiukel zur 
WinkoMlfte auftritfc, so ist5'^jJ^"eingleichschenkliges'Dr6i- 
eck und die Exzeutrizitat c = ;S'i^"=;9J.j. FUra; = Oer- 
hâlt man ans dei Gleichung der Hyperbel î/ = -f- fi- i, Auf der 
zweitenAchse der Hyperbel liegen also zwei imaginarePunkte 
im Abstande ft-i. Man nennt desbalb dieStrecke/S^^ô die 
halbe imaginâre Aohse der Hyperbel und es ist hier 

Man kann auch Instrumente herstellen, welche das 
Zeichnen der Parabel oder Hyperbel ermoglioheu, So z. B. 
gibt es ein Instrument, ^velches die in Nr. 1 gezeigten Be- 
ziehungen verwirklicbt und welches je nacb der Einstellung 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel zu zeichnen gestattet*). 

UbuQgsaafgaben: 1. Im laneren eines Drehkegela ist ein ' 
Paoltt F gegebaû. Man soll Segelsohnitte flnden, welche ff als Brenn- 
punkt haben. Wo liegen die Erennpunkte aller Parabelsohnitte? 

2. Burch eiile Gerade aind Bbenen zu legea, welohe einen ge- 
gebenen Drehkegel nach Parabeln achneiden. 

3. Daroh eina (Jerade aiod. Ebeneu zu legen, welche einen ge- 
gebenen Drehkegel nach gleiohseitigen Hyperbeln (oder Hyperbeln mit 
gegebenem ABymptotenwinkel) schneiden, Waa umhtiUen die Parallel- 
ebenen ç) zu allenEbeneD, welche |rl(';rh=-''"ftr R- -m'^'K ■' , ji''. Ueferii? 

4. Auf einer zur AufriBeben ilc, '-Ibi'.c ii(i-; i i E^egel- 

schnittCEUipae, Parabel, Ëyperbel...'!", ; |l<, |,in'h'- /.■ A iiifiebene 
parallel ist. Man soll durch ihn '■ i I)-. ■'■.•^•\ ■■>.,■■. ■:. ^< . Achse 
zur Grundebene aenkreoht ist, 

5. Dureh einen E.egpioci'"!;*-. Tf^V^-^r i-f .-!.— n-i-i-Hnh-i " >*■ "' 
ist ein Drehkegel mit g u i ■ ■>, -n W . ^. | -j - ,.. (, >|. „ , 
(ohne den augehorigen >■■! a"!:, ,■ -i- -h ii «.'i-i' /. /iivU,i ,' 
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*) Katalog matheni.i' <■ ". r M---i'i n . I,,t ■> \\ j) -k 

Eiinchen 1893, S. 239. 
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6. Voq einep Hyperbel sind die Aaymptoten nnd ein Pimkt geg;ebeQ. 

7. Von einem Kegelschoitte sind drei Puokte uad zwei Tûngenten 
gegebén. 

8. Von emem Kegelachnitte aind drei Punkte und ein Brennpunkt 
gegeben [4 Loaungen; 3 milaseo Hyperbeln aein, die -i. kana eme Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel sein], 

9. Ein Kegelschnitt, desaen li'orm durch das Verhaltnia a a ge- 
gebén iat, aoll dureli zwei Pnnkte R\ T' geiien urid einen Brenn- 
punkt S' besitzen. 



§ 22. Beleuclitnng dor Kugel. 

1. Die Grenze zwischeu dem beleuohteteii uncl un- 
beleuohtetoQ Telle eioer Fliiche heîBt Liclitgreuze. Piir 
Parallelbeleuohtung ist die Liohtgrenze dieBeruhrungs- 
linie des von Liebtstralilen gebildeten Berîihïungs- 
zyliûdeïs. 

Eine Kugel sei durch den MittelpuaktOund deuUadiùsr 
gegeben ; feruer sei l der Liobtstrabl, weloher durch den Mittel- 
punkt gebt (%. 93). 

Die'Liohtgrenzo der Kugel fiir Parallelbeleuch- 
tung ist der G-roBkreis, desseii Ebene zur Ricbtung 
der Liohtstrahlen normal ist. Dieae Bbene iat die Polar- 
ebene des uneigeutlichen Punktes der Lichtstrahlen ; 

Legt man durcb den Licbtstrabl l die zur Q-rundebene 
normale Ebene, so ist sie eîne Syrnmetrieebene fiir die bier in 
Betracht kommenden rauinlichen Beziehungen und V eine 
Symmetrieaohse fiir die Abbildung im Grruadrisse, Dièse 
Symmetrieebene wâblt nian als neue Projektionsebene (§ 9, d), 
die man auf die Ebëne des UmTÎBkreises umlegt. Der neue 
UmriB der Kugel stimmt dabei mit dom Umrilikreise fiir den 
GrundriB iiberein. iDer Liobtstrabl l ergibt durch eiueu zweiten 
Punkt P (etwa den Sebnittpunkt von l mit der Grundebene) 
die,llmleguug l° = '0'P^, wobei di^ Streoke, um ,welohe dor 
Punkt F tiefer liegt aïs 0, auf der Normalen in P' zu V auf- 
zutragen ist, um P° zu erhalten. Die Qerade Z" bildet mit der 
Normalen zu V dooiEinfallswinkel e^ der Liebtstralilen gegen 
die G-ruudebene. Die Liobtgrenze ersolieint in der neuen Pro- 
jektion als jener Darobmesser Pjj9^j- des UmriBk'reiseSj der zu l^ 
normal ist. Der G-ruiidrifi der Lichigrenzeistoine Ellipse, 
fiir welohe der zu V normale Durobmesser Â'j^A'j^ des UmriB-' 
kreises die groBe Aobse ùnd die Projektioh B^Èj^ von PjPjj- 

1 SolimiÛ, DarateUende OeometriB I. ' , ■ fl 
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die kleine Achse ist. Der Winkel Bp'B} ist deni Eiufalls- 
wiukel s^ gleioh; es ist aiso 

a = r, & = r -"cos e^, c = r ■ siu e^ . 

Von dor Liclitgrenze ist eiue Halfte sichtbar (io der J?igur 
ist es der Halbkreis AjBjAjj), die andere H^lfte unsiohtbar, 
Von der iiobeleuchteton Hâlfte der Kugei ist im Grimdrisso 
nur ein Teil sichtbar. 

2. Der Sohlagsohatten der Kugel auf die Griind- 
ebeiie ist die Sohnittlinie der Grundeboue mit dem normalen 
Kreiszylinder, welcher die Kugel liings der Lichtgrenze beriibrt, 
also eiiie Ellipse {§ 12, 4). Die Grundspur 0^ — -P' des Licht- 
strables l, der die Achse des Zylitiders ist, ist der Mittelpunkt 
der BUipse iind V ist die Eicbtung der groBeu Achse, Seuk- 
reoht dazii ist Oj A^ =r die halbe kleine Achso. Ziebt man lu 
Bj die Tangente an deo OmriBkreis, so entsteht ein veoht- 
wiukliges Dreieck, dessen Hypoténuse a^ die halbe groBe Achse 
der Sûhnittellipse angibt, wabreud die eiue Katheto der iîxzeu- 
trizitat G^ gleicb ist. Es ist dann O^B^ gleioh a^ zu machen, 
Kun ist also ^. 

Yergleioht man dieWerte von a, h, c mit jenen von a^, b^, c^, 
80 sieht man, daiS a h c 

«i " 6, ~ Cl ~ ^' 

Der GrundriB der Lichtgrenze einer Kugel und der 
Sohlags chatte n der Kugel auf die Gruiidebene sind ahnliohe 
EUipsen. Die Brennpunkte der Sohlagsohatteuellipse ergebeu 
sich anch als Sohlagsohatten der Endpunkte des zur Gruud- 
ebene normalen Durchmessers der Kugel (§ 12,.],). Der Schlag- 
schatten auf der Grundebene ist bei der in der Figurgemaoliten 
Annahme zum Telle von der Kugel selbst verdeokt. 

3. Der Liohtstrahl l, weloher duroh den Mittelpunkt der 
Kugel geht, schneidet die Kugel in zwei Punkten S" und Q-, 
va welohen er zu dem zugehÔrigenEliiohenelemente dorKugol 
normal ist (der Eiûfallswinkel e = 0). In dem Pnnkte S 
herrsoht daber die' grëBte Helligkeit auf der beleuchteten 
Seite; im Pnnkte G ist die hellste Stelle auf der unbeleuchteten 
Seite der Kugel. Die Gru n drisse .ff' und G' dieser hellsten 
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Piinkts der Kiigel ergeben sicb ans deii Umlegiingeu S^ 
und 6*°. Ans dem, was im § 18,3 gezeigt wurde, folgt: 

Die Grundrisse der hellsten Pankte einei- Kngel 
sind die Antibrennpuukte der EUipsOj welche dou 
Grundi'iB der Licbtgronze der Kugel bildet. 

4. Von deii bellsten Punkteii -H" und Q ans nimiût die 
Helligkeit gegeu die Lichtgreazo bin ab. Wahlt man auf dera 
TJmriBkreise der ne'ueu Projektiou einon Punkt /", ziebt den 
Liohtstrahl, welcher in J einfalit und die Plaobennormale 
(den Eadius) fur den Punkt J der Kugel, so erscheint der 
Èiufallswinkel e lu wabrer GiôBe als Winkel der Bicbtung 1° 
mit O'J^^ sowohl bei /" als auoh bei 0'. Drebt sicb der 
GfroBkreis der Symmetrieebene um den Liolitstrabl l, so be- 
sobreibt der Puukt /einen Kreis ij deasen Ëbene zu l normal 
ist und dessen Piinkte deuselbea Kiniallswinkel s ergeben. lu 
alten Punkten, dièses Kreises i berr^cht daber dieselbe 
Helligkeit /t = î''COse(§ 8,6). „Eine Linie einer Flache, in 
deren Punkten dieselbe Helliglteit herrschtj beiBtlsophote.**'^* 
Die Isophoten der Kugel sind Kreise, der en 
Ebenen znr Richtung der Licbtstrahlen normal sind. 
Die Isophote i erscheint in der neuen Projektion als 
jene Sohne des UmriBkreises, welohe durch /" normal zu, i° 
geht. Ihr Scbiiittpnnkt M° mit P ist die Projektion des 
Alittelpuuktes der Isophote. Die zn dieser Isophote geborige 
Helligkeit ist proportioniert der Strecke O'.M'^ = r ■ cos e. 
Von der Lichtgrenze bis znm bellsten Punkte werden auf der 
beleuchteteu Seite der Kugel 10 und nuf der nnbeleuchteten 
Seite 5 Helligkeitstnfen hergestellt. - Ura die Isophoten zu 
exhalten, welche dieso ïïelligkeitszoueu ,begr6Qzeu, teilt man 
die Strecke O'B" in 10 une) die Streoke O'O^ in 5 gleicbe 
Telle. Die Sehnen des Umriiikreises, welobe durcb dièse Toil- 
punkte normal zu Z" gehen, sind die neuen Projektionen der 
verlangten Isophoten. 

Der Grundrili der Isophote % ist eine Ellipse, 
filr welche sich sofort der Mittelpuukt W sowie der End- 
punkt J' der kleineu Acbse dnrob Pallen von Normalen' ans 
jU" und J"» zu V ergibt; die halbe groBe Acbse U'K' =]\'PJ^. 
Der Schnittpunkt der Sebne i" mitï' ist die noue Projektion 
der zwei Punkte U^ {S' der laonbnto i ^-oVI'p .«-i* d-^Ti T^m-'P- 

treise liegen, bei weiohen also .!■;■!-■ f^i ■■ ■■ ^.■■! ,■.;,;. 

Errichtet man jn dièsem Sch iii>i:iLi- 'îi, .- . i.-!-..'.. 
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Seline des UmriBkreises, so erhâlt inau den GrundriB J2', S' 
jener zwei Fuukte. D'm Ellipse i' iiinB den UmriBkreis iu 
dieseu beideu Fuulfteu M', S' beriihren. Die Projektion der 
Tangente des Kreises i fiii' eineu solchen Punkt fâllt nHmlich 
iu die Tangente des UmriBkreises, da dièse zugleieli dio Spur 
der projizierendeu Tangeiitialebone des Puuktes ist. Dio 
Tangentialebenen fiir ifimd G baben Spuren/io,/ii und g^jg^^, 
wahrend die Bbene der Liohtgrenze die Spuren n^^, n^ besitzt. 
Die Sebuen R' S' ergebon siob aucli, iiulem man den Streifen 
zwiscben \ und n^ in 10, jenen zwiscbeu % und (/^ iu 5 gleîcbe 
Teile teilt, 

6. Weil die Isopbotenkreiso auf parallelen Eboueu liegen, 
so iniisseii die Grnndiisse d er Isophoten ahnlicbe 
Ellipse n sein. 

Joue Punkte K der Isophotenkreise, welche als Scbeitel-Jf 

der groBen Achsen dieser Jlllipsen eraclieinen, tiegeu auil dera 

GroBlcreise, der durch A^Aj^ und H goht. Die Sobeitel K' 

bilden daber ein'o Ellipse, welobe O'iL// uud O'-H"' als 

Halbaohsen hat. DIese Ellipse ist ortbogonal perapekfciv affiii 

mit deu Kreisen fO', r] und [0, cl. Die lotztere'AMnitat bat 

O'A' M' K' 
die Oharakteristik à= r^, J^ = t. » -n - ■ "Wegeii dor Abn- 

licbkeit der Ellipse i' mit der Projektion dor Lichtgronze ist 
also der Sohnittpunkt F der Sfcreoke M' K' mit dem Kreise 
[O'jc] der Brenupunkt von i'. 

Die Brenupunkte der Grundrisse fier Isoplioteu 
der Kugel liegen auf clem Kieise [0', c]. , 

G^ebt mau von M' aus, so schoeidet dio Normale in M' 
zu V den Kreis [0', e] in F und die Gerade O'^schneidet 
den UmriBkreis in E. Mllt man Ton E die Normale zU M' F^ 
so erhalt man deo Sobeitel K'. Mau kanu also die EUipsou 
auoh obue die Umlegung finden. (Auob die Kriimmungs- 
mittelpunkte fiir die Sobeitel dev, groBeu Aobsen liogen auf 
eiaer Ellipse mit den Acbsen r-sin e, un'd r-ainej.) Ans der 
(Umlegung ist zu seben, daB der bôohste Punkt der Kugel, in 
weloheui die Tangeufci: '■■!. •■ '■.■■■/■■■; 1 '.-i. ,.: ezu auf der 
Isopbote 8 liegt. Die jl-li :;.!-'i d-,i di -m-I. .■■ ■ ■■ ist deslialb 
bier'^"r-Û,8. 

6. Fiir dipKonstruktiou im Auf risse legtman dieEbene, 
welobe durob l norma,! zurAufriBebene gebt. MitHilfe dieser 
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SymmetTieebene ist clanii das Aiialoge auszuflibren wie ini 
G-r 11 u drisse. ZuDS-chst erhfllt man die groCSe Aohse fiir den 
AufriB derLichtgrenze; namlioh C'jCjj- ist normal zu l". Man 
kaun aber aucb den GrundriB beniitzen, Der AufriB A" des 
Punktes A liegt in dem Ordner zn A' auf dem horizontalen 
Diirchniesser des UmriBkroises, da dieser der AufriB des 
andereu UmriBkreises ist. Jetzt kennt man von der Ellipse 
die groBe Aohse iiud einen Punkt, woraua man mit Hilfe der 
Affinitiit (oder der kinematischen Entstehung der Ellipse) die 
balbe kleine Aobse 0"D" finden kann. Man kann aber auch 
den AiufriB H" des bellsten^Punktes ala Sohuittpuukt des 
Orduers von H' mit l" finden. tîbertragt man die Strecke 0" M" 
auf GjCfj-j so erhalt man die Brennpnnkte des Aufrisses der 
Liobtgrenze. Danu konnen die Aufrisse der Isophoten in der 
friiher angegebenen'Weise ohne Umlegung gefunden werden, 
In der Zeichnung werden die Helligkoitstufen her-, 
gesteilt, indem man zuerst das ganze Kngelbild mit der dem 
bellsten Toile entsprecbenden Tuscblage tiberzieht. I^ach dem 
Trocknen wird das Kngelbild ndt Ausschluli dor bellsten 
Zone uocbmals angelegt, dann mit AussohliiB der beiden 
bellsten Zouen ein drittes Mal usw, Ea aber bel wiederboltem 
Anlegen die Dunkelheit nicbt dei- Zabi der Tnsoblagen pro- 
portiouiert zunimmt, so mu6 naob etwa dreimaligem Anlegen 
scbon etwas Tusch zngesetzt werden, um wieder einen merk- 
lioben pnterscbied au erzielen. Zuletzt ist nooh das ganze 
Kngelbild mit einer sohwaohen Lage der dem Materiale ent- 
sprechenden JFarbe zu Ubeîziehen, 

Ubuïigaaxifgabe: Es ist der llittelpunkt einer Kngel uml der 
Gfrandrifî einer laophote gegeben. Man soll deo Uniriû der Kugel finden. 

Auf dasselbe kommfc die Aufgabe Iiinaua: Yom Punkte dev kleinen 
Achse emer Ellipse aind die Hormalen auf die Ellipse zu fâllen, 

7. FiirDiagonalbeleucbtung{J'ig. U) ergibt sich die 
UmleguugZ» des Lichtstrables auE dieEbeue des horizontalen 
UmriBkreises obue Beniitaung des Aufrisses, indem mati den 
Punkt F als Eckpunkt des Wùrfelg mit der Katite r annîmmfc, 
Man zieht im Bndpunkte Q' des horizontalen Halbmessers 0' Q' 
don Ordner uiid macht P' Q' = P' P\ Der GrnndrîB der Liobt- 
grenze und derScblaggphatten auf eineGrundebene konnen hier 
aber auch leicht ohne dièse Umlegnng konstruiert werdon. ï'Ur 
Eiagonalbeleucbtnng ist nâmlich (§ 8ji): , * 

sine,=/|, cose,=/I^ tg e, = j/ï. 
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Daher ist (§ 13,1 ^mt^ 2): 

Die besonderen "Werte voq a, und h zeigeii: 
Die lialbe groBe Acbse .., der Sohlagscha ten- 
ellipso ist die Hôhe eiaes gleiobseitigen preieokes rait cler 
SDiteSr; daher ergibtsiûhderScbeitd^.ala SchDittpunktvonZ 
mit dem Kreisbogen, 
dessen Mittelpunkt Â^ 
unddessenRadiusSrist. 
Die balbe kleine 
Aobse 6 der Pro- 
jektion der Licbt- 
gronze ist ein Drittel 
jener ïïohe; daher er~ 
gibt sicb der Soheitel 

B', indem maii mit dem 
îlittelpunkte A'jj imd 

dem Badiusr den Kreis- 
bogen 0' 2^zeicbnet Tind 

T mit Al Yerbindet*}. 

Die Isophoten sind 

dann wie im allgemeinen 

Falle zu koDstruiereu. 

Im Aiif risse ergibt 

sicb hier ailes kongruent 

dem Grundrissej aber 

um TiL gedreht, , rr r ' 

8. Zentralhôleiichtung der Kugel. - ^y ^ , t 

Geben die Liobtstrahlen von einem eigenthohon Jr'unkteij 

aus.soistdieLichtgreDze der Kugel der Berltongskreia 

desVonLiobtstrahleugebildeteiiBerubrungskegels.DieserKreis 

liegt auf der Polarebeue des Piinktes L in bezug auf die Kagel. 

*) Der Scheitel £' ist, âer Hohensclinifctpunkfc das gleiohseitigen 
Dreieckes mit der Seite A^^p Der Punkfc T Ut eioe Umlegung des 
Punktes 2" der Ellipse, der auE dem Ordner des Punktes hegb. 
Auoh die KrUmmungshalbmflsser fiir die Soheitel der beiden ÏÏUipsen 
haben einfaohe Wertes 




Fig. di 



^A' = îr' /^B'=«i! h,^^'-^ ^. 



■B, 



■1). 
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Mail legt wieder den LicliÈstrahl l, weloher durch den 
Mittelpuiikt der Kugel geht, uiul durch ihn die Ebene, 
wolche zur Grtmdebeue normal ist (Fig. 95). Dièse Symmetrie- 
ebene wird als iieue Projektionsebetie anf die Ebene des 
Umrifilireises umgelegt, Die neueProjektion der Liohtgronze 
ist die Beriihi-uiigsehne BjB^^ wolcbe auf der Polaven des 
Punktes L" in bezug auf deu UmriBkreis liegt- Daraus er- 
geben sicb die Acbaen fiir deu Gr.qndriB der Lichtgrenze, 




Fig, 95, - , 

sowie die Piinkte E\ S\ welohe auf deni UmriBkreise iiegeu. 
Die Grundrisse Q', S' der, hellsten Punkte erhtllt mau ebea- 
falls aus 6^" qnd E'. Die Aufnsse G", E", M" liegen auf l". 
Fttr denAufriB der J.;f':lL'.,ii/ k).!-,i -i , / !-r.:-li.' '.i;' "i-,'"-- 

Aohse augeben iind ':.■ i, ,. Ih ■.. ;i. , W .■;,■ j.inbi'^! ,r î> ^ 

dierî".- ■ ' - I..: du l:J'-.\c-.,: i,-,.;. ■ 

D-i' S,-! 1; „,.,-ii ! !■■■ :..-v K.u.'^er m-f d^'" rirnnd^b-'''>o 
^^^^^^>' i'-ini."i"«nnrr'-i.-'b-ir)-.-M-..:.Uin, ,| , (., |. 



ebeue. (!■ •^.■1 
zur G- hi!;.. 



■b-i;..." /;. /■ d- 



!.[■, 



■I. ■)! 
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pimkte des KegelsohnittDs. Der Sclilagschatteu S^ von S ist 
einPnnktundiv'/S'i die zugehorîge Tangente des Kegelsclinittes, 
woraus ilieser gezeiclinet wei'den kanii. Weiui i'inuerhalb des 
UmriBkreises liegt, so sind die Punkte R' iind ;S^' imaginer. 
Mail kann danu den Scliatten A^ des Punktes A beniitzen. 

2ur Ûbung: Es ist em Punkt i so au walilen, daB der Schlag- 
achfltten der KugQl fur die Grundebene eiue Ellipse, fiir die Autriûebene 
eine Parabol und tov die KreuzrilJebene sine Hyperbol wird. 



§ 23. Parallelbeleuchtniig der Zyliuder und Kegel. 



1. Zylinder und 
ïCegel werden von 
einer Tangeutialebeiie 
in ail en Punkten oiner 
Erzeugenden bertthrt. 
I)ie Flâchonnormalen 
fiir dièse Puukte siud 
also zueinanderparallel 
und die Einfallawinkel 
derLichtstrahlen gleich 
groii. In alleu Punk- 
ten einer Erzeugeiiden 
lierrscht dahor die 
gleiohe Helligkeit. 

Die Isopboteu 
"der Zyliuder und 
Kegel sind fîr- 
zeug'eûde, 

Fiir , ainen D r e h - 
zyjin der mit verti- 
kaler Achso und dem 
Eadius r sei z. B. Dia- 
gonalbeleudhtung aus- 
zufiihren. Die Lïoht- 
'greuize des Drehzylin- 
deis besteht aug den Etf- 
zeugendeu, uaoh welohen 
die zu den Lichtatrahlen 
parallelen, Taugeutial- 
ebeneo çlen -Zyliuder 
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beruhren. Sie gelien durch die Eudpmikte des zu V normalen 
Durclimessers des Grundkreisos (Fig. 96). 

Um die Isophoten zu konatruieren, denkt iimn sich die 
deu Zylinclei laiigs des Grundkreises berîlhrende Kagel [0, r], 
Sind wiedor H^ und (?" die ueueo Projoktioaeu der hellsteu 
Funkte dieser Kugel, so teilt raan O'if» in 10 uud 0' G^ in 
6 gleiohe Teile. Die duroh dièse ïeilpunkte gehenden Nor- 
malen zu 1° sind die Spureu der Isophotenebenen auf der 
ueuen Projektiousebene, namlich «q fiir die fîbeiie der Licht- 
grenze, h^ uod^g fiir die Beriihrungsebeueu in den hollsten 
Punkten, v^ fiir die Bbene der Isopliote „vi6r". Durch die 
Sohnittpunkte dieser Spuren mit der als Bildachao zu be- 
trachtenden Geraden V gehen die Spuren auf der Ebene des 
Grundkreises aenkrecht zu V, namlich n^,' gi, h^, Vj^, . . . 
Die Spuren, welohe eiuen formliohen MaBstab — den Be- 
leuchtnngsBiaBstab — bilden, schneiden deo Grundkreis 
in den Punkten, welche die betreffenden Helligkeitsgrade 
aufweison, z. B. die Spur v^ ergibt die zwei Puukte 4, durch 
welche die Erzeugenden gehen, welche die IsopUote „vier*' 
des Zylinders bilden. Die 9. Spur sowie die Spureu k^ und Çj^ 
schneiden den Grnudkreis nicht mehr in reellen Punkten; es 
kommen also nicht aile Helligkeitsgrade auf demZylinder Tor 
(auÛer, wenn die Lichtstrahlen zur 2ylinderaohs6 senkrecht 
waren). Die Sohnittpunkte von V mit dem Griindkreise lieferu 
die rolativ heilste Erzeugende fiir die beleuchtete, bezw. 
unheleuchtete Seite des Zylinders. Die Breite des MaBstabes 
fiir die beleuchtete Seite ist " 



0'J=s^ 



sm Êi 

, "Fiir Diagonalbeleuchtung wird 0'J=~-\f'^ ' V^- ^^^ 

Punkti/ergibt sich daher, indem man durch den Eokpunkti? 
des gleiohseitigen Dreieckes O'QU einen Ordner ziebt. 

S.Esseinun auf den Zylinder ein quadratiscbes Prisma 
aufgesetzt, wie es bei einem viereckigen Sohraubenkop'fe 
derpallist, Dièses Prisma wirft dann einen Sohlagsohatten 
auf den Zylinder. Er ist begrenzt duroh den Schlagsûhatten 
der zwei Basiskanten, von welchen die eine zur AufrîBebene 
senkrecht, die andere dazu parallel ist. Der Sûhlagschatten der 
ersteren ist die Sohnittlinie des Zylinders mit der Lichtstrahlen- 
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ebene, welche zur Aufi'iBobeue normal istuud mit (1er Zyliiiflev- 
aohse oiiieo Winkel a^nj^^ bilclet. Die Scbnittellipse ist also 
einegleicihseitige Ellipse*) (§ 12, d). Im Aufrisse orscheint 
sie als Strecke auf l". Der Soblagschatten der zur Âufrifiebene 
parallèle!) Kante ist die Schnittlinie des Zyliaders mit eiuer 
Liobtstrablenebene, welobe auch mit der Zylinderaohse deu 
Wiukel a = 7r/j bijdefc, also wieder eioo gieichseitige Ellipse. 
Da die Ebene zur Symmetrieebene des Zweibildersystemes 
parallel ist**), muii der Aufrili der EUipso ihrem Grundrisse 
symmotriscb kongrueut sein. Der Grrundrili der Ellipse ist aber 
der Griuulkreis des Zylinders; es mu6 also auch der AufriG 
ein Kreis mit dem Radius r sein. Der Ijicbtstrabl des Eck- 
punktes ÎJ des Prismas sohueidet die Zylinderaohse iii einem 
Punkte Mf welcber dor Mittelpunkt beiclor "Bllipsen ist. Der 
AufrîB der Sohnittellipse ist daun der Kreis mit M'' 
als Mittelpunkt und r als Eadius, Der Schlagsohatten JUg 
des Eckpunktes JS der Flatte fallt auf die rolativ hellste Br- 
zeugende. Xm Aufrisse ersoheiot also der eigentliche Soblag- 
schatten als Streoke vomUmrisse bis JS/ uiul danu als Kreis- 
bogen biszurLiohtgrenzo. DieTangonte fiir den'Sehnitt,- 
punkt der Sohattenlinio mit der Liohtgrenze ist eiu 
Liohtstrahl. Sie ist namlich die Schnittgerade der Ebene 
der Schatteuellipse mit dor Berilbrungsebene des Zylinders fiir 
die Licbtgrenze. Da aber beide Ebenen zu don Lichtstrahlen 
parallel sind, muB ihre Schnittgerade ein Liohtstrahl sein. 

ErfahrungsgemâB erscheint der Schlagschatten, den ein 
Kôrper auf eiuen auderen wirft, dort am dunkelsten, tvo sonst 
die groBte Helligkeit herrsoben wiirde (§ 8,5). Beira Anlegen 
ist also zu beaohten, daG der Sohlagschatten, der auf den 
ZyUnder fElltj von der Liohtgrenze gegen die hellste Er- 
zeugande hin dunkler wird, Der Sohlagsobattenteil wird also 
beim Anlegen wie die duukelste Zone bebandelfc und dann, 
je zwei Stufen zusamraenfasseud, neuerlicb mit Tuschelagen 
versehen. 

3. Ein bobler Halbzylinder, der oben mit einom 
Halbkreise abgeschlossen ist, soll so aufgestellt sein, 
daB man im Aufrisse die Innonseite sieht (Fig. 97). 

*) Nach Plabo auch .jEllipse von schonstei' i''orin". 
■**) Es ist das iiberhaupt der Fall, weim l' und ï" gegen dio Bild- 
achae gleich geneigt aind. 
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Uin die Isoplioteu zu konstruieren, ist wieder der Be- 
loiichtungsmaBstab g^\ herzastelleu. Dabei ist aber zu be- 
acliten, daB fiir die jetzt siohtbare Innenseite jeiier Teil dos 
Zylinders beleiicbtet ist, welohei auf der AuBenseite unbe- 
leuchÈet ist, und jeiierTeil uubelDUchtet, welchev auf der ÂuBeu- 
seite beleucbtet ist. Es ist also der Àbstand k^^, in 10 iiiid 
n^\ in 5 gleiche Teile zu teilea. Die Spuren der Isopboten- 

ebenen dei" Kugel sobiieiden don 
Gruudkreis i^'ieder in deuPunkten, 
durcb welehe dio Isophoten des 
Zylinders gebon. DerScbnittpunkt 
vou l' mit dem Halbkreise orgibt 
die relativ bellste Erzeugeude. 

Ist der Halbzylinder oben mit 
einom Halbkreise abgesoblosson, 
so wirft der Diircbmesser AS 
SobJagBcbatten ins Inuore 
des Zylinders. Dieser Solilag- 
sohatten ist wieder die 8chnitt- 
ellipse des Zylinders mit eiiier 
Bbeue, welcbe unter ît/.^ gegen 
G-rund- uad Aufrifiebene geneigt 

ist. XhrAufrili ist derKrais [0",r]. 
AlseigentlicheïSohlagschattendes 
Durchmessers ^5 ergibt siob der 
ViertBlkreis^^'O;'^", wobei^ 
aufclermittlerenErzeugenden imâ 
Os auf der relativ Kellsteu Er- 
zeugendeu liegt. Der Schlag- 
sohntte.u der duroh A gebendeu 
Randerzeugenden fâllt auf dio 
mittlere Erzeugende. Beim, An- 
legen mit Tusohe ist wieder der 
Streifen, weloher dio relativ hellste Erzeugoude entbîllt, ,-am 
duûkelsten zu halten. ' , 

Ist die JEelligkeitsverteilung -fiir don Gruudkreis eines 
Drobzylinders gf^-mrl.-n. ^o knrn mvi ii"-.-;- d"- Vc I ;■];..■ .■.- 
iiir den .NormaKcli:.! i .■!■ ;■. !'i|-"i,.,'li'-, ■ -'."ii; . iM'h.-r- '}.jii - 
bolisoben oderh^ ■■',,!!> ■-(■,■ ■ '-. Z . s-ii!.-- -■ !.■ : -i, l-,' >i. Zi|.|| 
man z. B. fur '.:■■: 1 . i !.- l'.n ; ,. | .\, . i,iii.;.ll:'. i«;-- ;ii > 
Tangeuten iind 1 r. .-, m)!. .. «■ ;"'i/i' :.,.iîd -linT. ■■i.vn . n 




Fig. 97. 
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der Ellipse, so haben die Beriihrungspunkte der letatereu 
den Helligkeitsgrad 4. 

4. Fur eiQen Drohkegel mit vertikaler Achse, eiuem 
Basiskreise [M, m] und der Spitze Ssei ebeiifalls die Diagonal- 
beleuohtuug auszufUhren (Fig. 98). 

Die Lichtgreuze des Drehkegels ergibt sich, indom man 
durch die Spitze ^S" den Lichtstrabl legfc nnd seiuen Solmitt- 
punktTmiUlerBasisebeDe 
sucht. DieTaugenten aiisT 
aQ den Basiskreis sind die 
Spuren der beideu Beriih- 
Tiingsebeiien des Kegels, 
welobe zu den Liohtstrahlen 
parallelsind.DieErzeugen- 
den des Kegels, welobe 
durch die Beriihrungs- 
punkte jenei Tangenten 
gehen, bilden die Lioht- 
grenze des Kegels. Der 
dem Sohlagsohatten 2^ zii- 
gewandte Teil des Kegel- 
mantels ist uubeleuohtet. 
"Wenn aber T {me im vor- 
liegenden Bejspiele) ein 
uneigentlioher Schlag- 
schatten ist, dann ist der 
ibni zïigewaudte Teil 'des 
Kegels beleuohtet. 

ÛbuQgsauffïabe: Sa ist 
dep besondere JFall zu be- 
trachteo, in welahem clie Bc- 
zeiigenden des Kegala mit der 
Aobse einen Wmkel |î = n:/i 
einschlieÛen. 

Um dielsopboteu zu 
• konstruieren , denkt man 
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clerKiigel uachO VvobeiiU'"0"= jlf^O^ist. DerSohmttpunktQ 
des Liciitstrahies mit derEbene des Parallelkreises bJeibt uii- 
geSudert; daher ist 0°Q' dio Umiegung l'' dùh Liciitstrables. 
Dor Kreis [0", 7'] ist dann dev scheinbaro Qmrifi dor Kugel ; er 
inuB durch die Bndpunkte des auf V liegenden Durohmossers 
dos Kroises [il/', m] gebeu. Zielit mau durch J3"^ 0", G^^* die 
Norraalon zu 1°, so erliUlt man auf V die Punkte /, N, K, duroh 
welohe die Spiiren /i^j n^ , g^ geheu. Die Spur n^ schueidet den 
Kïeis [il/'im] in den beideu Piiukteu o, welolie der Liclitgrouze 
des Kegels augehoren. Nun teilt man wieder die Strecke JH 
in 10 uud Xi^in 5 gleiche Toile, Die durch dièse Teilpunkto 
gehenden Spureo der Isophotenebouen schneiden den Krois 
[il/', m] lu den Pnnkten, welehe mit 8 verbunden die ge~ 
wUnsohten Isophoten ergeben. Weil uicht aile Spuren den 
Kreis in reoUon Pnnkten sobueiden, kommen wieder niobt aile 
Helligkeitsgrade auf demEegel vor. DieSchuittpunkie von ï' 
mit dem Kreiae [M'^vri] ergeben relatiy hellsto Erzeugende, 
Die Breite des BelenohtuDgsmalistabes ist 



sinfi. 



^'iir die frontale Gerade f der Ebene der Lichtgrenze der 
Kugel geht der AufriB f senkreoht zu l" durch 0" und dei 
GruûdriB f horizontal durch 0'. Die Frontale /"schueidet die 
^bene des Parailelkreises in F, Die Normale aus .F' zu V ist 
auch wieder die Spur n^, welche den Kreis [M\ m] in den 
Pnnkten o schueidet, welohe der Liohtgrenze angehoren*). 

Die Abbildung (Kg. 98) zeigt eiuen- ver s enk ten 
Sohraubenkopf, Er ist von oinem Teile des vorhin be- 
trachteteu Kegel^ nnd einerKugelkappe bogcenzt und soblielSt 
sioh naoh unten an den zylindrischen Scliraubenbolzen au. Die 
Isophoten der Kugel und des Zylinders sind naoh dem Friiheren 
(§ 22, 6 und § 23, l) zu ermitteln. Dabei ist wohl zu beachten, 
daB die Isophoten der einzelnen KlÈiohenteile an der Ûbergangs- 
Jinie nicht znsammentreffen(auBer, wenn dieFlachenteile be- 
rithrend ineinander iibergehen). 

In dem vorliegenden Beispiele wirft nocli der Kegel oinen 
Sohlagsohattou auf den Zylinder. Jede der Berlibrungs- 

*) Dieser Vorgang ist z. B. IBr eineo Stumpf eines sehr hohen ' 

en annsho 
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ebenen des Kegels l^ugs der Lichtgreuzerzeugendeu sohneidet 
namlioh den Zyliuder ia einer Ellipse, Dieso hat ^o als lialbe 
grofie Aohse. Die balbo kleine Aohse ist m und erscbeiut im 
G-Tundrisse senkreohtzu;S"i)' und im Aufrisse horizontal, Auoh 
der anf der UniriBerzeugeudeu liegeude Punkt der Schnitt- 
ellîpse lâfit sich leicbt eruiitteln, iudem mau deo AufriB dos im 
Gruûdrisse horizontal erscheiDeudou Halbmessers der Ellipse 
bestimmt. Der eigeiUliche Sehlagsohattan wird dnrch deu 
vom Puukte o des Kreises [M, m] bis zav Licbtgrenze dos 
Zylinders reichenden Ellipsenbogeu begreuzt. Die Tangente 
fUr den Schnittpuukt der Sohattonlioie mit der Licbtgrenze ist 
wieder ein Lichtstrahl, 



